
Kef�laio 1Seirè
 Pragmatik¸n arijm¸n
1.1 Orismo�Orismì
 1.1 'Estw h akolouj�a { an } , n ≥ 1 twn pragmatik¸n arijm¸n kai {Sn }n≥1 hant�stoiqh akolouj�a twn merik¸n ajroism�twn, thn opo�a or�zoume Sn =

n
∑

k=1

ak , n ∈ N. Hakolouj�a {Sn }, n ∈ N, onom�zetai seir� pragmatik¸n arijm¸n.Ant� th
 akolouj�a
 {Sn } , n ≥ 1 qrhsimopoioÔme ti
 ekfr�sei

a1 + a2 + . . . + an + . . .   ∞

∑

n=1

an (1.1)Oi pragmatiko� arijmo� an , ∀ n ∈ N kaloÔntai ìroi th
 seir�
 kai eidik¸tera o an onom�-zetai genikì
 ìro
   niostì
 ìro
 th
.An ìloi oi ìroi th
 seir�
 e�nai jetiko�(arnhtiko�) arijmo�, tìte aut  onom�zetai jetik (arnhtik ) seir�, an oi ìroi th
 e�nai enall�x jetikì
 arnhtikì
 aut  kale�tai enall�ssousa.P.q. apì ti
 epìmene
 seirè

∞

∑

n=1

n2 = 12 + 22 + . . . + n2 + . . .

∞
∑

n=1

−4n − 1 = (−5) + (−9) + . . . + (−4n − 1) + . . .

∞
∑

n=1

(−1)n 1

n
= (−1) +

1

2
+ (− 1

3
) + . . . + (−1)n 1

n
+ . . .

∞
∑

n=1

sinn = sin 1 + sin 2 + . . . + sinn + . . .1



h pr¸th e�nai jetik , h deÔterh arnhtik , h tr�th enall�ssousa kai h teleuta�a den an kei sekam�a kathgor�a.Orismì
 1.2 H seir� ∞
∑

n=1

an sugkl�nei pro
 ton pragmatikì arijmì s (sumb. ∞
∑

n=1

an = s )an kai mìno an up�rqei pragmatikì
 arijmì
 s tètoio
, ¸ste h akolouj�a twn merik¸n ajroism�twn
{Sn }n≥1 na sugkl�nei s' autìn, en suntom�a

∞
∑

n=1

an = s ⇔ lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(a1 + a2 + . . . + an) = lim
n→∞

n
∑

k=1

ak = s.O pragmatikì
 arijmì
 s onom�zetai �jroisma th
 seir�
 (1.1).An den up�rqei to ìrio   to ìrio e�nai ±∞ tìte h seir� (1.1) onom�zetai apokl�nousa. Eidi-k¸tera an lim
n→∞

Sn = ∞ ( lim
n→∞

Sn = −∞ ) lègetai apokl�nousa sto ∞ (−∞). Se k�je �llhper�ptwsh kale�tai talanteuìmenh   aor�stw
 apokl�nousa.Par�deigma 1.1 H seir� ∞
∑

n=0

axn , a ∈ R (gewmetrik  seir� me pr¸ton ìro to a kai lìgo x )i) sugkl�nei gia |x| < 1 , me �jroisma s =
a

1 − xii) apokl�nei sto ∞ , gia x ≥ 1 kai a > 0 ( sto −∞ , a < 0 )iii) talanteÔetai gia x ≤ −1 .Apìdeixh Gia x = 1 to Sn = a(n + 1) sunep¸
 limn→∞ Sn = ∞ .Gia x 6= 1 to merikì �jroisma e�nai
Sn = a + ax + ax2 + . . . + axn = a

(

1

1 − x
− xn+1

1 − x

)

.Opìte èqoume:i) gia |x| < 1 ⇒ lim
n→∞

Sn =
a

1 − x
− a

1 − x
lim

n→∞
xn+1 =

a

1 − xii) gia x > 1 ⇒ lim
n→∞

Sn =
a

1 − x
− a

1 − x
lim

n→∞
xn+1 = ∞ , ìtan a > 0iii) gia x = −1 isqÔei 





S2n → a

S2n−1 → 0,kai ìtan a > 0 me x < −1 èqoume 





S2n → ∞

S2n−1 → −∞,sunep¸
 gia x ≤ −1 h seir� talanteÔetai, ìpw
 talanteÔetai kai h ant�stoiqh akolouj�a
{xn }n≥1 .

♦2



1.2 Prot�sei
 sÔgklish
   apìklish
 seir¸nPrìtash 1.1 (Krit rio Cauchy) H seir� ∞
∑

n=0

an sugkl�nei, an kai mìno an gia k�je ε > 0up�rqei arijmì
 N(ε) > 0 tètoio
, ¸ste na isqÔei : ∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n

ak

∣

∣

∣

∣

∣

< ε gia k�je zeÔgo
 m, n me
m ≥ n > N(ε) .IsodÔnama mporoÔme na gr�youme :

∀ ε > 0 ∃ N(ε) > 0 : |Sm − Sn| < ε ∀ m, n ∈ N me m ≥ n > N(ε) (1.2) 
∀ ε > 0 kai ρ ∈ N me n ≥ N(ε) na èqoume : |Sn+ρ − Sn| < ε ⇔ lim

n→∞
(Sn+ρ − Sn) = 0.Par�deigma 1.2 H armonik  seir� ∞

∑

n=1

1

n
apokl�nei.Apìdeixh An h seir� sugkl�nei, ja prèpei na isqÔei h (1.2), opìte gia m = 2n ja prèpei naup�rqei N(ε) tètoio, ¸ste

∀ ε > 0 kai gia k�je n > N(ε) èqoume : |S2n − Sn| < ε (1.3)Epiplèon gia k�je n ∈ N èqoume :
S2n − Sn =

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

2n
>

n

2n
=

1

2
,dhlad , gia k�je n ∈ N isqÔei |S2n − Sn| ≥

1

2
, kai den isqÔei h (1.3). 'Ara h seir� apokl�nei.

♦Prìtash 1.2 'Estw h seir� ∞
∑

n=0

an twn pragmatik¸n arijm¸n.i) An h ∞
∑

n=0

an sugkl�nei, tìte lim
n→∞

an = 0.ii) An lim
n→∞

an 6= 0 , tìte h ∞
∑

n=0

an de sugkl�nei sto R.Par�deigma 1.3 H ∞
∑

n=1

3n + 2

5n + 7
de sugkl�nei, giat� lim

n→∞

3n + 2

5n + 7
=

3

5
6= 0.3



To ant�strofo th
 Prìtash
 1.2i) den isqÔei.Parat rhsh 1.1 H seir� ∞
∑

n=1

1√
n

apokl�nei sto +∞.Gia to ìrio èqoume lim
n→∞

1√
n

= 0 , en¸ h ∞
∑

n=1

1√
n

= ∞ , afoÔ gia to merikì �jroisma e�nai
Sn = 1 +

1√
2

+
1√
3

+ . . . +
1√
n

≥ n
1√
n

=
√

n ,sunep¸
 lim
n→∞

√
n = ∞ , kai apì Prìtash 1.4ii) lim

n→∞
Sn = ∞ . ♦Prìtash 1.3 'Estw ∞

∑

n=0

an seir� mh arnhtik¸n ìrwn ( an ≥ 0 ).i) ∞
∑

n=0

an sugkl�nei, an kai mìno an h akolouj�a {Sn }n≥1 e�nai fragmènh.ii) ∞
∑

n=0

an de sugkl�nei, an kai mìno an h akolouj�a {Sn }n≥1 den e�nai fragmènh.Prìtash 1.4 (Krit rio sÔgkrish
)i) An |an| ≤ βn gia k�je n ≥ N0 , N0 ∈ N kai ∞
∑

n=0

βn sugkl�nei, tìte kai h seir� ∞
∑

n=0

ansugkl�nei.ii) An an ≥ βn ≥ 0 gia k�je n ≥ N0 , kai ep� plèon an h seir� ∞
∑

n=0

βn apokl�nei pro
 to +∞ ,tìte kai h seir� ∞
∑

n=0

an apokl�nei pro
 to +∞.Par�deigma 1.4 H seir� ∞
∑

n=1

1

n!
sugkl�nei. (n! = 1 · 2 · 3 . . . n )Epeid  n ≥ 2 ⇒ n! ≥ 2n−1 ⇒ 1

2n−1
≥ 1

n!
. H seir� ∞

∑

n=1

1

2n−1
e�nai gewmetrik  me x = 1

2
< 1kai sÔmfwna me to par�deigma 1.1 sugkl�nei ∞

∑

n=1

1

2n−1
= 2 , opìte apì Prìtash 1.4i) kai h

∞
∑

n=1

1

n!
sugkl�nei se pragmatikì arijmì. ♦Par�deigma 1.5 H seir� ∞

∑

n=1

1

nn
sugkl�nei.4



Epeid  gia k�je n ≥ 2 isqÔei nn ≥ 2n , kaj¸
 ep�sh
 h seir� ∞
∑

n=1

1

2n
e�nai gewmetrik  me

x = 1

2
< 1 kai sugkl�nei (par.1.1), opìte (Pr. 1.4i) ) kai h doje�sa sugkl�nei. ♦Par�deigma 1.6 H seir� ∞

∑

n=1

1
√

n (n + 1)
apokl�nei.Gia k�je n ≥ 1, isqÔei 1

n + 1
=

1
√

(n + 1) (n + 1)
<

1
√

n (n + 1)
. 'Omw
, sÔmfwna me topar�deigma 1.2 h seir� ∞

∑

n=1

1

n + 1
=

∞
∑

n=1

1

n
apokl�nei, opìte kat� to krit rio sÔgkrish
Prìtash 1.4ii) kai h ∞

∑

n=1

1
√

n (n + 1)
apokl�nei. ♦Prìtash 1.5 'Estw oi sugkl�nouse
 seirè
 ∞

∑

n=0

an = a kai ∞
∑

n=0

bn = b. Tìte
∞

∑

n=0

λ an + κ bn = λ a + κ b, gia k�je λ , κ ∈ R.Prìtash 1.6 An h seir� ∞
∑

n=0

an sugkl�nei kai ∞
∑

n=0

bn apokl�nei, tìte h seir� ∞
∑

n=0

(an + bn)apokl�nei.Efarmog  1.1 H seir� ∞
∑

n=1

(

1

2n
+

1

n

) apokl�nei. Je¸rhse th sugkl�nousa seir� ∞
∑

n=1

1

2n(par. 1.1) kai thn apokl�nousa seir� ∞
∑

n=1

1

n
(par. 1.2). ♦Prìtash 1.7 'Estw { an }n≥1 akolouj�a fj�nousa mh arnhtik¸n arijm¸n (dhlad ,

an ≥ an+1 ≥ 0 gia k�je n = 1, 2, . . .). Oi epìmene
 prot�sei
 e�nai isodÔname
:i) h ∞
∑

n=1

an sugkl�nei pro
 pragmatikì arijmì (apokl�nei pro
 to +∞ )ii) h ∞
∑

k=0

2k a2k sugkl�nei pro
 pragmatikì arijmì (apokl�nei pro
 to +∞ ).Par�deigma 1.7 Gia th seir� ∞
∑

n=1

1

nρ
(onom�zetai armonik  seir� ρ-t�xh
   seir� Diri-

chlet) èqoume
∞

∑

n=1

1

nρ
=







sugkl�nei gia ρ > 1,apokl�nei sto + ∞ gia ρ ≤ 1.5



Apìdeixh Gia ρ ≤ 0 ⇒ −ρ = k ≥ 0 èqoume af' enì
 lim
n→∞

n−ρ = lim
n→∞

nk 6= 0 kai af'etèrou h seir� e�nai seir� jetik¸n ìrwn. Opìte apì Prìtash 1.4i) h seir� de sugkl�nei, apokl�neisto +∞.Gia ρ > 0 kai gia k�je n ∈ N parathroÔme ìti h an =
1

nρ
e�nai fj�nousa akolouj�a jetik¸nìrwn kai apì thn Prìtash 1.7, anagìmaste sth melèth th
 seir�


∞
∑

k=0

2k 1

( 2k ) ρ
=

∞
∑

k=0

( 21−ρ )k ≡
∞

∑

k=0

xkìpou x ≡ 21−ρ. H ∞
∑

k=0

xk e�nai gewmetrik  seir� kai apì par�deigma 1.1 sugkl�nei ìtan
21−ρ < 1 =⇒ ρ > 1. En¸ gia ρ ≤ 1 =⇒ x ≥ 1 , h gewmetrik  seir� apokl�nei pro
 to +∞. ♦Efarmog  1.2 H seir� ∞

∑

n=1

1

n (n + 1)
sugkl�nei, afoÔ apì Prìtash 1.4i), e�nai seir� jetik¸nìrwn kai isqÔei ∀ n ∈ N

1

n (n + 1)
≤ 1

n2
h de seir� ∞

∑

n=1

1

n2
e�nai Dirichlet me ρ = 2 , h opo�asugkl�nei sÔmfwna me to par�deigma 1.7. ♦Prìtash 1.8 'Estw ∞

∑

n=0

an kai ∞
∑

n=0

bn seirè
 mh arnhtik¸n ìrwn kai lim
n→∞

an

bn

= k.i) An 0 < k < ∞ kai ∞
∑

n=0

an sugkl�nei ⇐⇒
∞

∑

n=0

bn sugkl�nei.ii) An k = 0 kai ∞
∑

n=0

bn sugkl�nei =⇒
∞

∑

n=0

an sugkl�nei.iii) An k = ∞ kai ∞
∑

n=0

an sugkl�nei =⇒
∞

∑

n=0

bn sugkl�nei.Par�deigma 1.8 H seir� ∞
∑

n=1

2n + 1

3n4 + 5
sugkl�nei.A
 jewr soume ti
 akolouj�e
 me genikoÔ
 ìrou
 bn =

2n + 1

3n4 + 5
≥ 0 kai an =

1

n3
> 0gia k�je n ∈ N. To lim

n→∞

an

bn

=
3

2
, apì par�deigma 1.7 me ρ = 3 h seir� ∞

∑

n=0

an sugkl�nei,sunep¸
 apì Prìtash 1.8i) kai h doje�sa sugkl�nei. ♦1.3 Apìluth sÔgklish 6



Prìtash 1.9 'Estw h seir� ∞
∑

n=1

an . An h ∞
∑

n=1

|an| sugkl�nei, tìte kai h ∞
∑

n=1

an sugkl�nei.Par�deigma 1.9 H seir� ∞
∑

n=1

sin(nθ)

2n
sugkl�nei.O genikì
 ìro
 e�nai an =

sin(nθ)

2n
kai gia k�je n ∈ N èqoume : |an| =

∣

∣

∣

∣

sin(nθ)

2n

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2n
.H gewmetrik  seir� ∞

∑

n=1

1

2n
sugkl�nei kai apì Prìtash 1.4i) sumpera�noume ìti h ∞

∑

n=1

|an|sugkl�nei, opìte apì Prìtash 1.9 kai h doje�sa seir� sugkl�nei. ♦To ant�strofo th
 Prìtash
 1.9 den isqÔei.Parat rhsh 1.2 'Estw o genikì
 ìro
 an = (−1)n 1√
n

. H seir� twn apolÔtwn tim¸n twnìrwn th
, apokl�nei sto +∞ , en¸ h ∞
∑

n=1

(−1)n 1√
n

sugkl�nei.Apì Parat rhsh 1.1 profan¸
 h seir� ∞
∑

n=1

|an| apokl�nei, en¸ h ∞
∑

n=1

(−1)n 1√
n

, sugkl�neisÔmfwna me to epìmeno par�deigma 1.10, jètonta
 ρ = 1/2. ♦1.4 Enall�ssouse
 seirè
H ∞
∑

n=1

an e�nai enall�ssousa seir� an kai mìno an an · an+1 < 0 gia k�je n ∈ N.Prìtash 1.10 (Krit rio Leibniz) An oi apìlute
 timè
 twn ìrwn th
 enall�ssousa
 seir�
apoteloÔn fj�nousa kai mhdenik  akolouj�a, tìte h seir� sugkl�nei, dhlad ,an gia th seir� ∞
∑

n=1

(−1)n+1an isqÔoun : i) gia k�je n ∈ N e�nai an ≥ an+1 ≥ 0 kai ii)
lim

n→∞
an = 0 , tìte aut  sugkl�nei.Par�deigma 1.10 H seir� ∞

∑

n=1

(−1)n 1

nρ
gia ρ > 0 sugkl�nei,giat� an

an+1

=
1/nρ

1/(n + 1)ρ
=

(

n + 1

n

)ρ

≥ 1 ⇒ an ≥ an+1 kai lim
n→∞

1

nρ
= 0 , opìte apìPrìtash 1.22 h seir� ∞

∑

n=1

(−1)n 1

nρ
sugkl�nei.Prìtash 1.11 (Krit rio riz¸n tou Cauchy) 'Estw h seir� ∞

∑

n=1

an ètsi ¸ste lim
n→∞

n
√

|an| =

λ ∈ R (dhlad  R   +∞ ). Tìte : 7



i) An λ < 1 , tìte h seir� ∞
∑

n=1

| an | sugkl�nei,ii) an λ > 1 , tìte h seir� de sugkl�nei (apokl�nei),iii) an λ = 1 , den mporoÔme n' apofanjoÔme gia th sÔgklis  th
.Par�deigma 1.11 H seir� ∞
∑

n=1

n3 + 2n − 1

3n
sugkl�nei.AfoÔ lim

n→∞

n

√

n3 + 2n − 1

3n
= lim

n→∞

n
√

n3 + 2n − 1

3
=

1

3
≡ λ < 1 apì Prot�sei
 1.11i) kai1.9 h doje�sa seir� sugkl�nei. ♦Prìtash 1.12 (Krit rio twn lìgwn tou D’ Alembert) 'Estw ∞

∑

n=1

an seir� mh mhdenik¸narijm¸n me lim
n→∞

|an+1|
|an|

= λ ∈ R (dhlad  λ ∈ R   λ = +∞ ). Tìte :i) An λ < 1 , tìte h seir� ∞
∑

n=1

| an | sugkl�nei,ii) an λ > 1 , tìte h seir� apokl�nei kai lim
n→∞

an 6= 0iii) an λ = 1 , den mporoÔme n' apofanjoÔme gia th sÔgklish twn seir¸n ∞
∑

n=1

an kai ∞
∑

n=1

| an |.Par�deigma 1.12 Oi seirè
 ∞
∑

n=1

n!

nn
kai ∞

∑

n=1

xn

n!
gia k�je x ∈ R, sugkl�noun.'Eqoume

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

(n + 1)! nn

(n + 1)n+1 n!

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

(

n

n + 1

)n

=
1

lim
n→∞

(

n + 1

n

)n =
1

e
= λ < 1, �-ra apì Prot�sei
 1.12i) kai 1.9 h seir� sugkl�nei.Ep�sh
 lim

n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

xn+1 n!

(n + 1)! xn

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

|x|
n + 1

= 0 ≡ λ < 1, �ra h doje�sa seir�sugkl�nei. ♦Prìtash 1.13 An h oloklhr¸simh sun�rthsh f : [ 1, +∞ ) −→ R e�nai jetik  kai fj�nousa,tìte to olokl rwma
I =

∫ ∞

1

f(x) dxkai h seir�
S =

∞
∑

n=1

f(n)8



sugqrìnw
 sugkl�noun   apokl�noun. Sthn per�ptwsh sÔgklish
 isqÔei
I < S < I + f(1).Par�deigma 1.13 H seir� ∑∞

n=1

1

4n2
sugkl�nei, epeid  h sun�rthsh f(x) =

1

4x2
e�nai je-tik  kai fj�nousa kai epiplèon isqÔei

∫ ∞

1

f(x) dx =

∫ ∞

1

1

4x2
dx = − 1

4
lim

x−→∞

[

1

x

]x

1

=
1

4
.

♦

9



ASKHSEISA) Na exetasje� an sugkl�noun   apokl�noun oi seirè
:0) ∞
∑

n=1

6n + 4

3n + 16
1) ∞

∑

n=1

3n

5n · (n + 1)!
2) ∞

∑

n=1

n3 + 8n2 + 8

2n4 + 10n + 123) ∞
∑

n=1

3 sin(nθ)

2n2 + 4n + 3
4) ∞

∑

n=1

n3 − 6n

2(n + 1)!
5) ∞

∑

n=1

(n + 1)!

n3 + 86) ∞
∑

n=1

6

2n + 16
7) ∞

∑

n=1

1
√

n (n + 1)
8) ∞

∑

n=1

(−1)n n

(n + 2)en+19) ∞
∑

n=1

2n2 + 8n + 10

2n5 + 4n + 2
10) ∞

∑

n=1

7n + 5

3n + 4
11) ∞

∑

n=1

(−1)n+1 (2n + 3)

(n + 2) (n + 1)12) ∞
∑

n=1

n!

n
13) ∞

∑

n=1

n + 1

n − 1
14) ∞

∑

n=1

(−1)n−1 (n2 + 1)

3n2 + 215) ∞
∑

n=1

cos(nπ α)

n2 + 4
16) ∞

∑

n=1

(−1)n−1 n

n2 + 1
17) ∞

∑

n=1

5n + 1

3n
18) ∞

∑

n=1

n5 + 8n

4n5

B) Na bre�te to di�sthma sÔgklish
 th
 dunamoseir�
.i) ∞
∑

n=1

(4x + 8)n

8n · n2
ii) ∞

∑

n=1

2n · (x − 2)n−1 · (n − 1)!

6n · (n + 2)!
iii) ∞

∑

n=1

3n2xn

n!

10



1.5 Prot�sei
 sÔgklish
 seir¸nPrìtash 1.14 (Krit rio Cauchy) H seir� ∞
∑

n=0

an sugkl�nei, an kai mìno an
∀ ε > 0 ∃ N(ε) > 0 :

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n

ak

∣

∣

∣

∣

∣

= |Sm − Sn| < ε ∀ m, n ∈ N me m ≥ n > N(ε)Prìtash 1.15 'Estw h seir� ∞
∑

n=0

an twn pragmatik¸n arijm¸n.i) An h ∞
∑

n=0

an sugkl�nei, tìte lim
n→∞

an = 0. To ant�strofo den isqÔei.ii) An lim
n→∞

an 6= 0 , tìte h ∞
∑

n=0

an de sugkl�nei sto R.Prìtash 1.16 'Estw ∞
∑

n=0

an seir� mh arnhtik¸n ìrwn ( an ≥ 0 ).i) ∞
∑

n=0

an sugkl�nei, an kai mìno an h akolouj�a {Sn }n≥1 e�nai fragmènh.ii) ∞
∑

n=0

an de sugkl�nei, an kai mìno an h akolouj�a {Sn }n≥1 den e�nai fragmènh.Prìtash 1.17 (Krit rio sÔgkrish
)i) An |an| ≤ βn gia k�je n ≥ N0 , N0 ∈ N kai ∞
∑

n=0

βn sugkl�nei, tìte kai h seir� ∞
∑

n=0

ansugkl�nei.ii) An an ≥ βn ≥ 0 gia k�je n ≥ N0 , kai ep� plèon an h seir� ∞
∑

n=0

βn apokl�nei pro
 to +∞ ,tìte kai h seir� ∞
∑

n=0

an apokl�nei pro
 to +∞.Prìtash 1.18 'Estw oi sugkl�nouse
 seirè
 ∞
∑

n=0

an = a kai ∞
∑

n=0

bn = b. Tìte
∞

∑

n=0

λ an + κ bn = λ a + κ b, gia k�je λ , κ ∈ R.11



Prìtash 1.19 An h seir� ∞
∑

n=0

an sugkl�nei kai h ∞
∑

n=0

bn apokl�nei, tìte h seir� ∞
∑

n=0

(an+bn)apokl�nei.Prìtash 1.20 An I =
∞

∑

n=0

an kai J =
∞

∑

n=0

bn seirè
 mh arnhtik¸n ìrwn kai lim
n→∞

an

bn

= k.i) An k > 0 kai I =

∞
∑

n=0

an sugkl�nei (apokl�nei) ⇐⇒ J =

∞
∑

n=0

bn sugkl�nei(apokl�nei).ii) An k = 0 kai J sugkl�nei =⇒ I sugkl�nei.iii) An k = ∞ kai I sugkl�nei =⇒ J sugkl�nei.Prìtash 1.21 An h ∞
∑

n=1

|an| sugkl�nei, tìte kai h ∞
∑

n=1

an sugkl�nei. To ant�strofo denisqÔei.Prìtash 1.22 (Krit rio Leibniz) An oi apìlute
 timè
 twn ìrwn th
 enall�ssousa
 seir�
apoteloÔn fj�nousa kai mhdenik  akolouj�a, tìte h seir� sugkl�nei, dhlad ,an gia th seir� ∞
∑

n=1

(−1)n+1an isqÔoun : i) gia k�je n ∈ N e�nai an ≥ an+1 ≥ 0 kaiii) lim
n→∞

an = 0 , tìte aut  sugkl�nei.Prìtash 1.23 (Krit rio riz¸n tou Cauchy) 'Estw h seir� ∞
∑

n=1

an me lim
n→∞

n
√

|an| = λ ∈ R(dhlad  R   +∞ ). Tìte :i) An λ < 1 , tìte h seir� ∞
∑

n=1

| an | sugkl�nei,ii) an λ > 1 , tìte h seir� de sugkl�nei (apokl�nei),iii) an λ = 1 , den mporoÔme n' apofanjoÔme gia th sÔgklis  th
.Prìtash 1.24 (Krit rio twn lìgwn tou D’ Alembert) 'Estw ∞
∑

n=1

an seir� mh mhdenik¸narijm¸n me lim
n→∞

|an+1|
|an|

= λ ∈ R (dhlad  λ ∈ R   λ = +∞ ). Tìte :i) An λ < 1 , tìte h seir� ∞
∑

n=1

| an | sugkl�nei,ii) an λ > 1 , tìte h seir� apokl�nei kai lim
n→∞

an 6= 012



iii) an λ = 1 , den mporoÔme n' apofanjoÔme gia th sÔgklish twn seir¸n ∞
∑

n=1

an kai ∞
∑

n=1

| an |.Prìtash 1.25 An h oloklhr¸simh sun�rthsh f : [ 1, +∞ ) −→ R e�nai jetik  kai fj�nousa,tìte to olokl rwma
I =

∫ ∞

1

f(x) dxkai h seir�
S =

∞
∑

n=1

f(n)sugqrìnw
 sugkl�noun   apokl�noun. Sthn per�ptwsh sÔgklish
 isqÔei
I < S < I + f(1).
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