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Κεφάλαιο 2 

 
Ο Ρ Ι Ζ Ο Υ Σ Ε Σ 

 
 
Σε κάθε τετραγωνικό πίνακα µπορούµε ν΄ αντιστοιχίσουµε έναν αριθµό, την 

ορίζουσά του. Η ορίζουσα υπάρχει ανεξάρτητα από την αντιστρεψιµότητα του πίνακα.  

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε τις βασικές ιδιότητες των οριζουσών, που βρίσκουν 

εφαρµογή στη θεωρία των χαρακτηριστικών µεγεθών, και δίνουν απάντηση στα 

ερωτήµατα που αφορούν την ύπαρξη και τον υπολογισµό αντίστροφου πίνακα. Οι 

ορίζουσες δίνουν µια µέθοδο επίλυσης γραµµικών συστηµάτων, (µέθοδος Cramer). 

  

 

2.1  Έννοια και Ιδιότητες Ορίζουσας 

Όταν λύνουµε ένα γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους που είναι 

της µορφής    

11 12 1

21 22 2

a x a y b
a x a y b

+ =
+ =

 

µερικές φορές χρησιµοποιούµε την  ποσότητα 11 22 12 21D a a a a= −  για την επίλυση του 

παραπάνω συστήµατος. Και µάλιστα αν 0D ≠ , τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση, 

η οποία είναι 1 22 12 2b a a bx
D
−

= , 11 2 1 21a b b ay
D
−

= . Τον αριθµό 11 22 12 21D a a a a= −  τον 

ονοµάζουµε ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών του συστήµατος . 

∆ιαισθητικά αντιλαµβανόµαστε ότι µεταξύ ενός τετραγωνικού πίνακα 

11 12

21 22

a a
A

a a
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  και του 

συνόλου των αριθµών (είτε πραγµατικών, είτε µιγαδικών) υπάρχει µια αντιστοιχία-

απεικόνιση, η οποία ικανοποιεί κάποιες ιδιότητες και την απεικόνιση αυτή 

ονοµάζουµε ορίζουσα του πίνακα.  

Έστω ( )nA M∈ F  µε 

1

2

n

A
A

A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
, όπου , 1, 2, ,iA i n= …  σηµειώνεται η γραµµή του 

πίνακα A . 
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Ορισµός 2.1 (ορίζουσας) 

Ορίζουσα (determinant) είναι µια απεικόνιση ( )det : : detnM A→ →F F� A

Y

, η οποία 

ικανοποιεί τις ιδιότητες: 

a. Αν iA Xλ µ= + , τότε 

1 1

det det det deti

n n

1

n

A A A

A A X Y

A A A

λ µ
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"
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b. Αν δύο γραµµές του  ταυτίζονται, τότε ( )nA M∈ F det 0A = . 

c. . det 1nI =

Η ορίζουσα του ( )nA M∈ F  συµβολίζεται A , κυρίως σε περιπτώσεις όπου είναι 

γνωστά τα στοιχεία του πίνακα A , οπότε γράφουµε 
11 1

1

n

n nn

a a
A

a a
=

…
# #

…
( )det, ή A . 

Για παράδειγµα, det 4det 0
4 4 4

a b c a b c
x z w x z w
a b c a b c

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟= =⎜ ⎟ ⎜

⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎟
⎠

, επειδή χρησιµοποιήσαµε 

στον ορισµό 2.1a.  4λ = , 0µ =  και καταλήξαµε να έχουµε την πρώτη και τρίτη 

γραµµή ίδιες, οπότε ισχύει το b του ορισµού 2.1.  

 

Αποδεικνύεται ότι για κάθε τετραγωνικό πίνακα υπάρχει πάντα µια τέτοια απεικόνιση, 

η οποία είναι µοναδική και ισούται  

                                  ( ) (
1

det 1 det
n

i j )j ij ij
i

A g a+

=

= = −∑ A ,                                        (2.1) 

για κάθε , όπου  1, 2, ,j n= … ijA  είναι ( ) ( )1n n 1− × −  πίνακας, ο οποίος  προκύπτει 

από τον πίνακα A  αν διαγράψουµε τα στοιχεία της i -γραµµής και της j -στήλης του.  

Το άθροισµα που εµφανίζεται στο δεύτερο µέλος της (2.1) ονοµάζεται ανάπτυγµα 

ορίζουσας ως προς την j -στήλη του πίνακα A , και είναι γνωστό στη βιβλιογραφία 

ως ανάπτυγµα κατά Laplace ως προς την j -στήλη του πίνακα A , η δε (det ij )A  που 

παρουσιάζεται στο άθροισµα ονοµάζεται ελάσσονα ορίζουσα του πίνακα A . 

Επισηµαίνουµε ότι εξαιτίας της µοναδικότητας της απεικόνισης από την οποία 
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προκύπτει η (2.1), το ανάπτυγµα είναι ανεξάρτητο από τη στήλη ως προς την οποία 

έγινε η ανάπτυξη. 

   

Ορισµός 2.2 (αλγεβρικό συµπλήρωµα πίνακα)  

Ο αριθµός ( )( 1) deti j
ijA+−  ονοµάζεται αλγεβρικό συµπλήρωµα του A  και θα 

συµβολίζεται µε .  ijc

Έτσι τα αλγεβρικά συµπληρώµατα ενός 2 2×  πίνακα  είναι   11 12

21 22

a a
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και τα αλγεβρικά συµπληρώµατα  του πίνακα 11 21,c c
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31 32 33
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Υπολογίζοντας την ορίζουσα του πίνακα  µε την εφαρµογή του 

αναπτύγµατος της (2.1) ως προς την πρώτη στήλη έχουµε 
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      ,          (*) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 111 12
11 11 21 21 11 22 21 12

21 22

det 1 det 1 det
a a

a A a A a a a
a a

+ +⎛ ⎞
= − + − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
a

το γνωστό µας τύπο που χρησιµοποιούµε για τον υπολογισµό αυτής της ορίζουσας, 

όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή. 

Επίσης µε τον (2.1) υπολογίζουµε την 
11 12 13
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31 32 33

det det
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 ως προς την πρώτη 

στήλη και έχουµε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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22 23 12 13 12 13
11 21 31
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                               det det det

         

a a a
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⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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                               ,

a a a a a a a a a a a a a a a
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δηλαδή  

          ,         (2.2) 11 22 33 11 23 32 12 23 31 12 21 33 13 21 32 13 22 31det A a a a a a a a a a a a a a a a a a a= − + − + −

που το αποτέλεσµα αυτό είναι το ίδιο αν κάνουµε την ανάπτυξη ως προς τη δεύτερη ή 

την τρίτη στήλη (επαληθεύστε το). 

Το κριτήριο που µας υποδεικνύει ποια είναι η κατάλληλη στήλη για την ανάπτυξη 

είναι να έχουµε λιγότερες ελάσσονες ορίζουσες για υπολογισµό, έτσι η ενδεδειγµένη 

στήλη είναι αυτή που έχει τα περισσότερα µηδενικά στοιχεία, (αν υπάρχουν).  

Για παράδειγµα,  στην 
2 3 1

det 4 1 0
1 5 2

− −⎛ ⎞
⎜ −⎜
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, ο υπολογισµός της είναι συντοµότερος αν 

γίνει ανάπτυξη ως προς την τρίτη στήλη. Πράγµατι, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ){ }

1 3 1 3 1 3
2 3 1

4 1 2 3 2 3
det 4 1 0 1 1 1 0 1 2

1 5 1 5 4 1
1 5 2

                             4 5 1 1 2 2 1 3 4

                             1.

+ + +
− −⎛ ⎞

− − −⎜ ⎟− = − − + − ⋅ ⋅ + − −⎜ ⎟ −⎜ ⎟−⎝ ⎠
= − ⋅ − − ⋅ + − − − − ⋅

= −

 

Η ορίζουσα ειδικών µορφών πινάκων, όπως είναι οι τριγωνικοί πίνακες, υπολογίζεται  

εύκολα από τον τύπο (2.1). Πράγµατι, η ανάπτυξη της ορίζουσας πραγµατοποιείται 

ως προς την πρώτη στήλη, οπότε µένει για υπολογισµό η ελάσσονα ορίζουσα του  
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( ) (1n n− × − )1  τριγωνικού πίνακα, που και αυτήν την ορίζουσα την αναπτύσσουµε 

ως προς την πρώτη στήλη και συνεχίζοντας για 1n−  φορές την ίδια διαδικασία 

τελικά βρίσκουµε την ορίζουσα του τριγωνικού πίνακα όπως φαίνεται και από το 

επόµενο παράδειγµα (άνω τριγωνικού πίνακα) και διατυπώνεται ο γενικός τύπος στην 

επόµενη εφαρµογή.    

Ο άνω τριγωνικός πίνακας  έχει ορίζουσα,  

11 12 1
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟
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%
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Εφαρµογή 2.1 ( ορίζουσα τριγωνικού πίνακα) 

 Για κάθε (άνω ή κάτω) τριγωνικό πίνακα ( )nA M∈ F   ισχύει  

11 22det nnA a a a= " , 

     όπου    είναι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα. iia , 1, 2, ,i = … n

 Η ορίζουσα διαγώνιου πίνακα ισούται µε το γινόµενο των διαγώνιων στοιχείων.   

 

Όπως είναι φανερό, ο υπολογισµός της ορίζουσας ενός n n×  πίνακα γίνεται µε 

διαδοχικό υποβιβασµό σε ορίζουσες υποπινάκων οι οποίες είναι κατά ένα µέγεθος 

µικρότερο από την ορίζουσα του προηγούµενου πίνακα, έως ότου καταλήξουµε να 

έχουµε ορίζουσες υποπινάκων οι οποίοι είναι τύπου 2 2× , και τότε χρησιµοποιούµε 

για κάθε µία από αυτές τον γνωστό µας τύπο υπολογισµού (*).  Η διαδικασία είναι 

ιδιαίτερα κοπιαστική, γι΄ αυτό χρησιµοποιούµε ιδιότητες, ώστε ο πίνακας να έχει όσο 

το δυνατόν πιο απλή µορφή.  

Άµεσα από τον ορισµό 2.1 προκύπτουν οι ιδιότητες : 

Πρόταση 2.2 (ιδιότητες ορίζουσας) 

 Για κάθε πίνακα  ισχύουν : ( )nA M∈ F
i) Αν ο πίνακας A  έχει µηδενική γραµµή, τότεdet 0A = . 
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ii) Αν ο πίνακας ( )nA M∈ F  έχει δύο γραµµές ανάλογες, τότεdet 0A = . 

iii)  ( ) ( )det detnA Aλ λ= . 

iv) Αν , δηλαδή

11

1 1 2 2

             
            

             
              

q qr

nn
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k B k B k BA A
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q
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p
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=

= ∑ , τότε 

1
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q
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p

n

A
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A

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
"

"
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v) Αν  και , τότε 

1

p

q

n

A

A
A

A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"

"

1

ˆ q

p

n

A

A
A

A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"

"

⎟ ˆdet detA A= − , δηλαδή, αν ένας πίνακας Â  

προκύπτει από τον A  µε εναλλαγή δύο γραµµών του A , τότε οι ορίζουσες των πινάκων 

είναι αντίθετες. 

vi) Αν 

1

p

q

n

A

A
A

A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜

= ⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"

"

⎟
⎟  και 

1     
    

ˆ     
     
    
     

p q

q

n

A

A A
A

A

A

µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"

"

 µε p q≠ ,  µ ∈F , τότε ˆdet detA A= . 

∆ηλαδή στα στοιχεία µιας γραµµής ενός πίνακα A , αν προσθέσουµε το πολλαπλάσιο 

των στοιχείων µιας άλλης διαφορετικής γραµµής, προκύπτει ένας νέος  πίνακας Â , 

τότε οι ορίζουσες των πινάκων είναι ίσες. 

 

Απόδειξη(*) i) Στον ορισµό 2.1a, αν θέσουµε 0λ µ= =  µηδενίζεται η  γραµµή και 

το συµπέρασµα είναι άµεσο.  

iA
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ii) Στον ορισµό 2.1a, για 0µ =  και pX A=  µε p i≠   έχουµε  

1 1

ˆi p

p p

n n

A A

A A
A A

A A

A A

λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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" "

" "

" "

. 

Οι πίνακες ˆ,A A  έχουν γραµµές ανάλογες, οπότε συνδυάζοντας  τον ορισµό 2.1a, b 

έχουµε . 

1

ορ 2.1b
det det 0 0

p

p

n

A

A
A

A
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
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"

"

"

⋅ =

iii) Στον ορισµό 2.1a θέτουµε 0µ =  και από πολλαπλασιασµό πινάκων έχουµε  

( )

1 1

ορ.2.1a

n φορές

det det detn
r r

n n

A A

A A A A

A A

λ

λ λ λ λ λ λ λ
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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q
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n

⎞
⎟
⎟
⎟

⎠

.      

iv)  Η σχέση προκύπτει εύκολα από τον ορισµό 2.1a µε επαγωγή.  

v) Χρησιµοποιώντας τον ορισµό 2.1a, b έχουµε  

1 1 1 1 1

ορ. 2.1b
ˆdet det det det det det det det
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A A A A A A

A A A A A A
A A

A A A A A A

A A A A A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜+ = + = + + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

" " " " " "

" " " " " "

" " " " " "

1 1 1

ορ. 2.1a ορ. 2.1a

             
          
         
                          det det det

          
             

p q p q

q p p q q p

n n n

A A A

A A A A

A A A A A A

A A A

⎟
⎟
⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + =

+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" " "

" " "

" " "

ορ. 2.1b
0,=

⎟
⎟
⎟

 

συνεπώς ˆdet detA A= − .  

vi) Στον ορισµό 2.1a, αν θέσουµε 1λ =  και pX A= , qY A=  µε p q≠ , προκύπτει  
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1 1 1 1

ορ. 2.1a ορ. 2.1b

     
    

ˆ     det det det det det det
     
    
     

p q p q p

q q q q

n n n n

A A A A

A A A A A
A A

A A A A

A A A A

µ
µ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" " " "

" " " "

" " " "

= ,  

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.                                                                                  

Για παράδειγµα, η ορίζουσα του πίνακα 
1 1 1

A a b c
b c c a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

 υπολογίζεται 

γρήγορα χρησιµοποιώντας την Πρόταση 2.2v, επειδή προσθέτοντας τη δεύτερη 

γραµµή στην τρίτη δηµιουργείται κοινός παράγοντας οπότε υπάρχουν γραµµές 

ανάλογες (Πρόταση 2.2ii), δηλαδή,  

1 1 1 1 1 1
det det det 0A a b c a b c

b c c a a b a b c b c a c a b

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜+ + + + + + + + +⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟ =⎟
⎟
⎠

. 

 

Για να παρουσιάσουµε τις αποδείξεις επιπρόσθετων ιδιοτήτων θα χρειασθεί να 

γνωρίζουµε ορισµένα στοιχεία Συνδυαστικής για τις µεταθέσεις, τα οποία 

παρουσιάζουµε στα επόµενα1.  

Έστω το υποσύνολο των φυσικών αριθµών { }1,2, ,nS n= … .  

Κάθε ( ): :n nS S z z zσ σ→ → ≡σ  αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση του συνόλου αυτού 

στον εαυτό του λέγεται µετάθεση των φυσικών αριθµών και συµβολίζεται 

 ή 
( ) ( ) ( )

1 2
1 2

n
n

σ
σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
… 1 2

1 2

n

n
σ

σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

 ή ( )1 2, , , nσ σ σ σ= … . 

Για παράδειγµα, όταν , είναι 
1 2 3 4
3 2 4 1

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) 11 3σ σ= = , , ( ) 22 2σ σ= =

( ) 33 4σ σ= = , ( ) 44σ σ= =1 , οπότε αυτή σηµειώνεται και ( )3,2,4,1σ = .  Αν 

1 2

1 2

n

n
σ

σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

…
… ⎟ , η αντίστροφη µετάθεση είναι  1 21

1 2
n

n
σ σ σ

σ − ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

. 

Οι δυνατές µεταθέσεις του  είναι , για παράδειγµα για το  έχουµε τις εξής nS !n 3S

                                                 
1 Τα στοιχεία Συνδυαστικής µελετώνται µόνο αν χρειάζονται σε επόµενες  αποδείξεις. 
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3! 6=  µεταθέσεις, ( )1,2,3 , ( ) , 1,3,2 ( )2,1,3 , ( )2,3,1 , ( )3,2,1  και ( )3,1,2 , το σύνολο 

των µεταθέσεων του , θα το συµβολίζουµε µε .  nS S

Έστω η µετάθεση 
1 2

1 2

n

n
σ

σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

…
… ⎟ , το πρόσηµο της µετάθεσης, συµβολίζεται 

( )ε σ , ορίζεται να είναι : 

 ( ) 1ε σ = ,  αν υπάρχει άρτιο πλήθος ( , , τέτοιων ώστε )i j i j<  και i jσ σ> . 

 ( ) 1ε σ = − ,  αν υπάρχει περιττό πλήθος ( , , τέτοιων ώστε i  και )i j j< i jσ σ> . 

Για παράδειγµα, η µετάθεση  ( )2,3,5,1,4σ =  έχει ( ) 1ε σ = , αφού υπάρχει άρτιο 

πλήθος ζευγαριών , , ( )1,4 ( )2,4 ( )3,4 , ( )3,5  που ισχύει i jσ σ> , ενώ η µετάθεση 

 έχει ( )2,1,5,3,4 ( ) 1ε σ = − , αφού υπάρχουν τρία ζευγάρια ( )1,2 , ( )3,4 , (  για τα 

οποία ισχύει  

)3,5

i jσ σ> . 

 

Συµβολίζοντας µε   την ie i − γραµµή του µοναδιαίου πίνακα nI , δηλαδή 

, τότε κάθε γραµµή , για 
θέση

0   1 0i
i

e
↑

−

⎛ ⎞
= ⎜⎜
⎝ ⎠

" " ⎟⎟ niA 1, 2, ,i = … , του πίνακα A  

γράφεται .  
1

n

i ij
j

A a
=

=∑ je

Χρησιµοποιώντας τη γλώσσα των µεταθέσεων στις ορίζουσες και τον προηγούµενο 

συµβολισµό από τον ορισµό 2.1a, έχουµε  

11 1

1

2 2

22 2

2 1

1

1

2

1 2

1 2

1
1

2ορ. 2.1a
12

1 1
1

1
1

1 2
1 1

1

det det det

       det

n n

nn n

n

n n

n

n

jj j
j

n
n

j jn
jj j

j j
j

n
n

nj j
jnj j

j

j

jn n

j j
j j n

nj j
j

ea e

a e
a e

A a

a e
a e

e

e
a a

a e

=

=
=

=

=
=

= =

=

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛
⎜
⎜
⎜= ⋅

⎝

∑

∑∑ ∑

∑∑

∑ ∑

∑

"
"

"

1

2

1 2

1 2

1 2
, , , 1

det .          (2.3)
n

n

n

j

n
j

j j nj
j j j

j

e

e
a a a

e
=

⎞
⎛ ⎞⎟
⎜ ⎟⎟
⎜ ⎟⎟ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎠

∑
…

" …
"

Από την Πρόταση 2.2(v) είναι φανερό ότι από µια µετάθεση των γραµµών του πίνακα 
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A  προκύπτει ένας νέος πίνακας 

1

2ˆ

n

A

A
A

A

σ

σ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
⎟
⎟  και ισχύει ( )1 2

ˆdet , , , detnA Aε σ σ σ= … , 

συνεπώς εδώ έχουµε 

( ) ( ) (

1

2

1

ορ. 2.1c
2

1 2 1 2 1 2det , , , det , , , det , , , .

n

j

j
n n n

nj

e e
e e

j j j j j j I j j j

ee

ε ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

… …
""

)n…  

Αν αντικαταστήσουµε την τελευταία σχέση στην (2.3) προκύπτει  

                              ( )
( )

1 2

1 2

1 2 1 2
, , ,

det , , ,
n

n

n j j nj
j j j S

A j j j a a aε
∈

= ∑
…

… … ,                         (2.4) 

όπου ( 1 2, , , n )j j jε …  είναι το πρόσηµο όλων των δυνατών µεταθέσεων των δεικτών 

των στηλών του πίνακα A .  

Η σχέση (2.4) αποτελεί συχνά τον κλασικό ορισµό της ορίζουσας ενός  πίνακα, 

και µε βάση αυτή αποδεικνύονται όλες οι ιδιότητες αρκετά πιο δύσκολα.  

n n×

Υπολογίζοντας την ορίζουσα του ( )3A M∈ F  από την (2.4) έχουµε 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3
, ,

11 22 33 11 23 32 12 21 33 12 23 31

13 21 32

det , ,

       1, 2,3 1,3,2 2,1,3 2,3,1

                                                                     3,1,2 3,2,1

j j j
j j j S

A j j j a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a

ε

ε ε ε ε

ε ε

∈

=

= + + +

+ +

∑

13 22 31

11 22 33 11 23 32 12 21 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31      ,
a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a= − − + + −

 

το οποίο ταυτίζεται µε το δεύτερο µέλος της  σχέσης (2.2).  

Για την απόδειξη των δύο επόµενων ιδιοτήτων θα χρησιµοποιήσουµε την (2.4).  

 

Πρόταση 2.3 (ιδιότητες ορίζουσας) 

Για κάθε πίνακα ( )nA M∈ F  ισχύουν : 

i) ( )det dettA A= ,   ( )det det=A A  και ( )det detA A∗ = . 

ii)  Αν ( ), nA B M∈ F , τότε ( )det det detAB A= ⋅ B  

iii) ( ) ( )det det kkA A= . 
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Απόδειξη(*) i) Αν ( )ijA a= , τότε ( ) ( )t
ij jiA b a= = , οπότε χρησιµοποιώντας την (2.4) 

έχουµε  

                 
( ) ( )

( )

( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2
, , ,

1 2 1 2
, , ,

det , , ,

            , , ,                                      (*)

n

n

n

n

t
n j j nj

j j j S

n j j j n
j j j S

A j j j b b b

j j j a a a

ε

ε
∈

∈

=

=

∑

∑
…

…

… …

… …
 

Αν µεταθέσουµε τους παράγοντες του τυχαίου όρου του αθροίσµατος (*), έτσι ώστε 

οι δείκτες 1 2, , , nj j j…  να πάρουν τη φυσική τους διάταξη, τότε ο όρος θα γίνει 

( )
1 21 2 1 2, , ,

nn j j njj j j a a aε ′ ′ ′′ ′ ′… … , όπου ( ) ( ) 1
1 2 1 2, , , , , ,nj j j j j j −′ ′ ′ =… … n  είναι η 

αντίστροφη µετάθεση της ( )1 2, , , nj j j… . Είναι γνωστό ότι  

( ) ( )( ) ( )1
1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,n nj j j j j j j j jε ε ε−

n′ ′ ′= =… … … , 

εποµένως η (*) γράφεται  

( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2 1 2
, , ,

det , , , det
n

n

t
n j j nj

j j j S
A j j j a a a Aε ′ ′ ′

′ ′ ′ ∈

′ ′ ′= =∑
…

… … . 

Επειδή η ορίζουσα είναι αριθµός η συζυγία επηρεάζει µόνο τα στοιχεία του πίνακα 

στην (2.4), έτσι έχουµε 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2
, , ,

1 2 1 2
, , ,

det , , ,

        , , , det det det .

n

n

n

n

n j j nj
j j j S

t

n j j nj
j j j S

A j j j a a a

j j j a a a A A A

ε

ε

∈

∗

∈

=

= = =

∑

∑
…

…

… …

… … =
 

ii) Έστω 

1

2

n

A
A

A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜=
⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
⎟
⎟

1

2
1 2 n

n

B
B

 και ( )B B B B

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � �…
"

,i iA B, όπου  σηµειώνονται οι 

-γραµµές των πινάκων i ,A B  αντίστοιχα και iB�  οι -στήλες του i B  πίνακα. Η -

γραµµή του 

i

AB  πίνακα γράφεται  

( )
( )

( ) ( ) (

1 2

1 11 2 21 1 1 12 2 1 1 2 2

1 11 12 1 2 21 22 2 1 2

1 1 2 2

1

      

      
      

      .

i i i i n

i i in n i in n i n i n in nn

i n i n in n n

i i in n
n

ij j
j

A B A B A B A B

a b a b a b a b a b a b a b a b

a b b b a b b b a b b b
a B a B a B

a B
=

=

= + + + + + + + +

= + + +

= + + +

=∑

� � �"

" " " "

… … "
"

)nn…  
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Συνεπώς,  ( )

1 1

1

1

22 2

2 1 2

1 2

1
1

ορ.2.1a2
1 1 2

, , , 1

1

det det det
n

n

n

n n

n

n

j j
j

j
n

n
jj j

j j j nj
j j j

jn

nj j
j

a B
B

Ba B
AB a a a

B
a B

=

=
=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑

∑

…
…

…
…

 

( )
( )

( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

2
1 2 1 2

, , ,

(2.4)

1 2 1 2
, , ,

, , , det

, , , det det det ,

n

n

n

n

j j nj n
j j j S

n

n j j nj
j j j S

B
B

a a a j j j

B

j j j a a a B B A

ε

ε

∈

∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

∑

∑

…

…

… …
…

… … ⋅

 

από όπου προκύπτει το ζητούµενο.              

iii) Η απόδειξη είναι άµεση, όταν εφαρµόσουµε την προηγούµενη σχέση για τον ίδιο 

πίνακα A  φορές.                                                                                                  k −

 

Από την Πρόταση 2.3i άµεσα συµπεραίνουµε την ιδιότητα.  

 

 

Εφαρµογή 2.4 (ιδιότητες - ανάπτυγµα ορίζουσας ως προς γραµµές ή στήλες) 

Για κάθε πίνακα  οι προτάσεις και οι τύποι που αναφέρονται στις ( )nA M∈ F

γραµµές της ορίζουσάς του,  ισχύουν και για τις στήλες του πίνακα.  

 

 

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες που αναφέρονται στην Πρόταση 2.2 µπορούµε να 

υπολογίζουµε ορίζουσες χωρίς τη χρήση των τύπων (2.1) και (2.4), οι οποίοι είναι 

ιδιαίτερα κοπιαστικοί όταν , καθώς αναφέρθηκε και στα σχόλια που 

προηγήθηκαν της Πρότασης 2.2.  

3n ≥
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Παράδειγµα 2.5  Θεωρούµε τον πίνακα 

3 7 3 4
2 5 1 1
1 4 2 2
2 0 6 3

A

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜=
⎜

⎟
⎟−

⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 θα υπολογίσουµε 

την ορίζουσα χρησιµοποιώντας την Πρόταση 2.2 και 2.3 ( µε τους συµβολισµούς των 

στοιχειωδών µετασχηµατισµών, που χρησιµοποιήθηκαν στο κεφάλαιο 1). 

3 1 Πρ. 2.3

Πρ. 2.2v

1 4 2 2 1 2 3 2
2 5 1 1 4 5 7 0
3 7 3 4 2 1 3 6

2 0 6 3 2 1 4 3

r r i
A

↔

− −
− −

= − = −
− − − −

− − − −

2 2

3 3

4 4 1

( 4)
( 2)

2

r r r
r r r

r r r

→ + −
→ + −
→ +

1

1   

        

1 4 2 2
0 3 5 8
0 3 3 2
0 3 2 1

−
− −

= −
−

−

3 3 2

4 4 2

( 1)r r r
r r r
→ + −
→ +

( )
ορ. 2.1a

1 4 2 2 1 4 2 2
0 3 5 8 0 3 5 8

2
0 0 2 10 0 0 1 5
0 0 3 7 0 0 3 7

− −
− − −

= − = − −
−

− −
− −

  

4 4 3r( 3)r r→ + −

1 4 2 2
0 3 5 8

2
0 0 1 5
0 0 0 8

−
− −

=
−

. Η τελευταία ορίζουσα είναι άνω τριγωνικού πίνακα, 

οπότε σύµφωνα µε την Εφαρµογή 2.1 έχουµε ( )det 2 1 3 1 8 48A = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = − . 

 

 

2.2  Ύπαρξη και υπολογισµός αντίστροφου πίνακα  
 

Ορισµός 2.3 (προσαρτηµένος πίνακας)  

Έστω ( )nA M∈ F . Ο προσαρτηµένος πίνακας, , του adjA A  είναι ο  πίνακας 

που στη θέση  έχει το αλγεβρικό συµπλήρωµα 

n n×

( , )i j (( 1) deti j )ji jic A+= −  του A , 

δηλαδή είναι   

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c
c c c

adjA

c c c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

# %
…

#
. 

Για παράδειγµα, αν , τότε  
1 1 0
0 2 3
1 1 2

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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( ) ( )

( ) ( )

1 1
11 11 11 11

1 2
12 12 12 12

1 1 0
2 3

  επειδή   0 2 3 , 1 det 7
1 2

1 1 2

1 1 0
0 3

  επειδή   0 2 3 , 1 det 3
1 2

1 1 2

A A c

A A c

+

+

⎧ ⎫−⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎜ ⎟= = = −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫−⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎜ ⎟= = = −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭

A

A

= −

= −

( ) ( )1 3
13 13 13 13

1 1 0
0 2

  επειδή   0 2 3 , 1 det 2
1 1

1 1 2
A A c +

⎧ ⎫−⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎜ ⎟= = = −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭

21 21 22 22 23 23

1 0 1 0 1 1
, 2, , 2, ,

1 2 1 2 1 1
A c A c A

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = − = = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

31 31 32 32 33 33

1 0 1 0 1 1
, 3, , 3, ,

A =

0c =

c = 2
2 3 0 3 0 2

A c A c A
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = − = = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Οπότε έχουµε από τον ορισµό 2.3,  
11 21 31

12 22 32

13 23 33

7 2 3
3 2 3

2 0 2

c c c
adjA c c c

c c c

− − −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟= = − − −⎜ ⎟ ⎜

⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎟
⎠

. 

 

 

Πρόταση 2.6 (σχέση προσαρτηµένου πίνακα και αρχικού) 

Για κάθε πίνακα ( )nA M∈ F  ισχύουν  : 

i)  για κάθε ( ) ( )
1

1 det
n

p k
qk pk

k
a A+

=

− =∑ 0 q p≠ . 

ii) ( )det nA adjA adjA A A I⋅ = ⋅ = ⋅ . 

. 

Απόδειξη(*)   i) Αν θεωρήσουµε Â  τον πίνακα που προκύπτει µε την αντικατάσταση 

της -γραµµής του πίνακα p A  από την  q , όταν q p≠ , προφανώς ο Â  έχει δύο 

γραµµές ίσες, οπότε από ορισµό 2.1b ˆdet 0A = . Επιπλέον αναπτύσσοντας την 

ορίζουσα του Â  ως προς την -γραµµή έχουµε  p

( ) ( )
ορ. 2.2

1 1 2 2
1 1

ˆdet 1 det
n n

p k
q p q p qn pn qk pk qk pk

k k
A a c a c a c a c a A+

= =

= + + + = = −∑ ∑" , 

συνεπώς . ( ) ( )
1

1 det
n

p k
qk pk

k
a A+

=

− =∑ 0
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ii) Έστω ( )ijA a=  και ( )ijA adjA γ⋅ = . Τα διαγώνια στοιχεία iiγ , για κάθε 

, είναι 1, 2, ,i n= …

 . ( ) ( )
ορ. 2.2 (2.1)

1 1 2 2
1 1

1 det det
i jn n

ii i i i i in in ij ij ij ij
j j

a c a c a c a c a A Aγ
+

= =

= + + + = = − =∑ ∑"

Ένα στοιχείο εκτός κυρίας διαγωνίου ijγ , µε i j≠ ,  είναι 

( ) ( )
ορ. 2.2 (i)

1 1 2 2
1 1

1 det
j kn n

ij i j i j in jn ik jk ik jk
k k

a c a c a c a c a Aγ
+

= =

= + + + = = − =∑ ∑" 0 . 

Συνεπώς έχουµε  

( )

det
det

det , det , ,det det

det

n

A
A

A adjA diag A A A A I

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅ = = = ⋅
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
%

O

O

. 

Όµοια αποδεικνύουµε ότι ( )detadjA A A I⋅ = ⋅ .                                                        

Η επόµενη πρόταση µας πληροφορεί για τις προϋποθέσεις που πρέπει να ικανοποιεί η 

ορίζουσα του πίνακα για να υπάρχει ο αντίστροφός του και σε συνδυασµό µε την 

προηγούµενη πρόταση δίνει µια µέθοδο υπολογισµού του αντίστροφου πίνακα.  

 

Πρόταση 2.7 ( κριτήριο ύπαρξης αντίστροφου πίνακα) 

Ένας πίνακας  είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν . ( )nA M∈ F det 0A ≠

Αν υπάρχει ο αντίστροφος πίνακας του A , τότε 1 1
det

A adjA
A

− = .  

. 

 

Απόδειξη   Έστω ότι ο πίνακας A  είναι αντιστρέψιµος, τότε υπάρχει µοναδικός 

αντίστροφος πίνακας , για τον οποίο ισχύει η σχέση (1.1), όπου εφαρµόζοντας 

ορίζουσες έχουµε,  

1A−

( ) ( ) ( )
Πρ. 2.3ii

1 1 1 1 1

ορ. 2.1c
det det det det det 1nAA A A I AA A A I A A− − − − −= = ⇔ = = ⇔ ⋅ = , 

συνεπώς ( )1det 0A− ≠  και det 0A ≠ . Εξαιτίας det 0A ≠  η σχέση (ii) της Πρότασης 

2.6  µπορεί να γραφεί  

                  1 1
det det nA adjA adjA A I

A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ,                           
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άρα  

                                                              1 1
det

A adjA
A

− = .                                         (2.5) 

Αντίστροφα, αν θεωρήσουµε det 0A ≠ , προφανώς ισχύει  
Πρ.2.6ii

1 1 1 1
det det det

AA A adjA A adjA
A A A

− ⎛ ⎞= = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

det A I I⋅ = , 

 όµοια και 1A A I− = , από τις οποίες συµπεραίνουµε ότι ο πίνακας A  είναι 

αντιστρέψιµος.                                                                                                            

 

Πράγµατι, η τελευταία πρόταση δίνει το κριτήριο ύπαρξης και έναν τρόπο 

υπολογισµού του αντίστροφου πίνακα, το οποίο εφαρµόζουµε όταν ο πίνακας A  

είναι µικρού µεγέθους, άρα εύκολα υπολογίζονται οι ορίζουσες κατά συνέπεια ο 

προσαρτηµένος πίνακας του A .   

Στο Παράδειγµα 1.7, για να διαπιστώσουµε ότι ο πίνακας  
2 6 0
3 9 0
0 0 1

A
⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎟
⎟ δεν είναι 

αντιστρέψιµος, χρειάστηκαν αρκετοί υπολογισµοί, εφαρµόζοντας όµως το κριτήριο 

της Πρότασης 2.7  έχουµε  
ορ. 2.1a ορ. 2.1b

1 3 0
det 2 3 1 3 0 0

0 0 1
A = ⋅ ⋅ =

−
, οπότε το συµπέρασµα 

είναι άµεσο. 

 

Παράδειγµα 2.8  Να υπολογισθεί ο αντίστροφος πίνακας 1A− , (αν υπάρχει), όπου  

1 1 2
2 2 1
1 2 4

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Ο αντίστροφος πίνακας  υπάρχει γιατί  1−A

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 3
1 1 2

2 1 2 1 2 2
det 2 2 1 1 1 1 1 2 29 0.

2 4 1 4 1 2
1 2 4

A + + +
−

− −
= − = − + − − + − ⋅ =

− −
−

≠

 

Κατόπιν υπολογίζουµε τον προσαρτηµένο πίνακα  
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10 8 3
7 6 5

6 1 4
adjA

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 

άρα από τον τύπο της (2.5) έχουµε  1

10 8 3
1 7 6 5
29

6 1 4

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A .  

 

 

Πρόταση 2.8 ( µέθοδος Cramer) 

Αν   είναι αντιστρέψιµος πίνακας, η µοναδική λύση του γραµµικού ( )nA M∈ F

συστήµατος  

A =x b , 

των  εξισώσεων µε  αγνώστους  n n ( )1 2x t
nx x x= …   δίνεται για κάθε άγνωστο  

det
det

k
k

Ax
A

= , 

όπου , και  είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον 1, 2, ,k n= … kA A  αν 

αντικατασταθεί η  k στήλη  µε την   .  − b

 
Απόδειξη   Αρχικά παρατηρούµε ότι ένα γραµµικό σύστηµα µπορεί να γραφεί µε τη 

µορφή πινάκων  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
+ + + =

+ + + =

"
"

#
"

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

n n nn n n

a a a x b
a a a x b

A

a a a x b

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ = ⇔ =
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…
…

# # # #
…

 x b . 

Επειδή ο πίνακας A  είναι αντιστρέψιµος υπάρχει ο αντίστροφός του πίνακας  και 

σε αυτή την περίπτωση η λύση του συστήµατος είναι µοναδική, εξαιτίας της 

µοναδικότητας του αντίστροφου πίνακα, η δε λύση είναι 

1−A

               .              (2.6) ( )1 1 1 1A A A A A A A A− − − −= ⇒ = ⇒ = ⇒ =x b x b x b x b1−

Στην τελευταία σχέση αν αντικαταστήσουµε τον αντίστροφο πίνακα από την 

Πρόταση 2.6 και τον προσαρτηµένο πίνακα από τον ορισµό 2.3 και κάνουµε πράξεις 

καταλήγουµε  
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11 21 1 1 11 1 21 2 1

12 22 2 2 12 1 22 2 21

1 2 1 1 2 2

1 1 1
det det det

n n

n n

n n nn n n n nn n

c c c b c b c b c b
c c c b c b c b c b

A adjA
A A A

c c c b c b c b c b

−

+ + +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜= = ⋅ = =
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ + + +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

… "
"

# % # # #
… "

n

n

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

x b b .

Εποµένως ο κάθε άγνωστος του συστήµατος 1, 2, ,k n= …  είναι  

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 2 2

1 2
1 1 2 2

1
det
1 1 det 1 det 1 det .

det

k k k nk n

k k k n
k k nk n

x c b c b c b
A

A b A b A
A

+ + +

= + + +

= − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅

"

" (*)b
      

Επίσης αν αντικαταστήσουµε την k − στήλη του A  µε τη στήλη των σταθερών όρων 

 και το νέο πίνακα το συµβολίσουµε , παίρνοντας το ανάπτυγµα Laplace ως προς 

την στήλη από τον (2.1) έχουµε  

b kA

k −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2

1

det 1 det 1 det 1 det 1 det
n

i k k k k n
k i ik k k n

i
nkA b A b A b A b A+ + + +

=

= − = − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅∑ "

Το τελευταίο ανάπτυγµα είναι ακριβώς αυτό της (*), συνεπώς  det
det

k
k

Ax
A

= .            

 

Παράδειγµα 2.9  Να υπολογισθούν οι τιµές τις παραµέτρου k∈R , για τις οποίες το 

σύστηµα  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
2 3 4 2
5 8 9

kx x x
x x x
x x x 1

+ + =
+ + =
+ + = −

 

έχει µοναδική λύση και στη συνέχεια για αυτές τις τιµές τις παραµέτρου να 

υπολογισθεί η λύση του συστήµατος.  

Γράφοντας το σύστηµα σε µορφή πινάκων έχουµε  

1

2

3

1 1 1
2 3 4 2
5 4 6 1

k x
x A
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇔ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x b . 

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 2.8, το σύστηµα θα έχει µοναδική λύση αν ο πίνακας 

A  είναι αντιστρέψιµος. Όµως υπολογίζοντας την ορίζουσα µε ανάπτυξη ως προς την 

πρώτη γραµµή έχουµε   

( ) ( )
1 1

3 4 2 4 2 3
det det 2 3 4 2 8 7 2 1

4 6 5 6 5 4
5 4 6

k
A k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − + = − − + − =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

k + . 
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Άρα για να είναι ο πίνακας A  αντιστρέψιµος πρέπει  

1det 0 2 1 0
2

A k k≠ ⇔ + ≠ ⇔ ≠ − . 

 Για τη λύση του συστήµατος χρειάζεται να υπολογίσουµε τις ορίζουσες  

1

1 1 1
3 4 2 4 2 3

det det 2 3 4 1 1 1 2 16 11 3
4 6 1 6 1 4

1 4 6
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⋅ − ⋅ + ⋅ = − + = −⎜ ⎟ − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

,

( ) ( )2

1 1
2 4 2 4 2 2

det det 2 2 4 1 1 4 8 12 4 4,
4 6 5 6 5 1

5 1 6

k
A k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⋅ − ⋅ + ⋅ = − − − + − = − −⎜ ⎟ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

k

( ) ( )3

1 1
3 2 2 2 2 3

det det 2 3 2 1 1 11 12 7 11 5.
4 1 5 1 5 4

5 4 1

k
A k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⋅ − ⋅ + ⋅ = − − − + − = − +⎜ ⎟ − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

k

 

Άρα για 1
2

k ≠ − , η µοναδική λύση ( )1 2 3
tx x x=x  είναι  

1
1

det 3
det 2 1

Ax
A k

−
= =

+
,    2

2
det 4 4
det 2 1

A kx
A k

− −
= =

+
   και   3

3
det 11 5
det 2 1

A kx
A k

− +
= =

+
. 

 
 
Σχόλια : Εδώ αξίζει να σηµειώσουµε ότι στην περίπτωση που , 

δηλαδή το σύστηµα είναι της µορφής 

( )1nM ×= ∈0 Rb

A = 0x , αν ο A  είναι αντιστρέψιµος, επειδή  

 για , η µοναδική λύση του συστήµατος είναι η µηδενική. det 0kA = 1, 2, ,k = … n

= − −⎜
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

a b c
b c a
c a b

Β
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Γενικά παραδείγµατα και εφαρµογές  

 

Παράδειγµα 2.10  Να υπολογίσετε τις ορίζουσες των πινάκων :  

 i)    ii)    iii)  
1 2 2
1 2
1 2

b c
A b a c c

b c a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎟

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

a
b

c

Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟=
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

iv)        v)

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

a
a

b
b

∆

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

1
1 1
1 1
1 1

a b c d
b c d

E
b c d
b c d

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟=
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
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vi)  

1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

a
a

Z a
a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Απόδειξη i) Αφαιρώντας τα στοιχεία της πρώτης γραµµής από τις επόµενες δύο 

γραµµές (µε τους συµβολισµούς των στοιχειωδών µετασχηµατισµών είναι  

και ) προκύπτει άνω τριγωνικός πίνακας, οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 

2.2 και την Εφαρµογή 2.1 έχουµε : 

2 2→ −r r 1r

1r

2

3r

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

3 3→ −r r

2

1 2 2 1 2 2
det det 1 2 det 0 0

1 2 0 0

                                                           1 ( ) ( ) ( ) .

b c b c
A b a c c b a c

b c a b c a b

b a c c a b a b c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅ − − − ⋅ − − − = + +

 

ii) Προσθέτοντας στην πρώτη γραµµή, τη δεύτερη  και στη συνέχει στην 

πρώτη την τρίτη , δηµιουργείται κοινός παράγοντας ανάµεσα στα στοιχεία 

αυτής της γραµµής, δηλαδή 

1 1→ +r r r

1 1→ +r r

      . ( )
1 1 1

det det det
a b c a b c b c a c a b
b c a b c a a b c b c a
c a b c a b c a b

+ + + + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

Στην τελευταία ορίζουσα, αφαιρώντας την πρώτη στήλη, από τη δεύτερη και τρίτη, 

παίρνουµε :   

2 2 2

1 1 1 1 0 0
det det 1 det .

c b a b
b c a b c b a b ac ab bc a b c

a c b c
c a b c a c b c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− −⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − = ⋅ = + + − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ − −⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Οπότε ( )( )2 2 2det B a b c ab ac bc a b c= + + + + − − − . 

iii) Αφαιρώντας τα στοιχεία της πρώτης γραµµής από τα αντίστοιχα στοιχεία των 

υπολοίπων γραµµών (δηλαδή   µε 1→ −i ir r r 2,3, 4=i ) προκύπτει άνω τριγωνικός 

πίνακας, συνεπώς από την Εφαρµογή 2.1 η ορίζουσά του ισούται µε το γινόµενο των 

διαγωνίων στοιχείων του, 
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1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0

det det det 1
1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0

a a
a b c abc

b b
c c

Γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = ⋅
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⋅ ⋅ =

2 4

b

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟+ ⎠

. 

iv) Αφαιρώντας τα στοιχεία της δεύτερης γραµµής από τα αντίστοιχα της πρώτης 

 κατόπιν τα στοιχεία της τέταρτης από της τρίτης , 

σχηµατίζονται κοινοί παράγοντες στην πρώτη και την τρίτη γραµµή, συνεπώς η 

ορίζουσα γίνεται διαδοχικά: 

1 1→ −r r r 3 3→ −r r r

1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

det det det
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0
1 1 1 1

                                                             det
0 0 1 1
1 1 1 1

a a a
a a

b b
b b

a
a b

b

∆

+⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜= =
⎜ ⎟ ⎜+
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Στην τελευταία ορίζουσα, αφαιρώντας από τη δεύτερη στήλη την πρώτη και 

αναπτύσσοντας την νέα ορίζουσα ως προς την πρώτη γραµµή της καταλήγουµε σε 

µια ορίζουσα. Έτσι έχουµε: 3 3×

2 2

1 0 0 0
1 1

1 1 1 1 1
det det det 0 1 1 ( ) det

0 0 1 1 1 1
0 1 1

1 0 1 1

      ( )(1 1) .                                                                             

a
a

ab ab ab a
b

b
b

ab a b a b

∆

⎛ ⎞
−⎛ ⎞⎜ ⎟− ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅ = = − ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟−⎝ ⎠

= − − − =

 

v)  Προσθέτοντας στην πρώτη στήλη όλες τις υπόλοιπες στήλες και βγάζοντας κοινό 

παράγοντα προκύπτει 

( )

1 1
1 1 1 1

det det det
1 1 1 1
1 1 1

1
1 1

1 det .
1 1
1 1

a b c d a b c d b c d
b c d a b c d b c d

E
b c d a b c d b c d
b c d a b c d b c d

b c d
b c d

a b c d
b c d
b c d

+ + + + +⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜+ + + + + +⎜ ⎟ ⎜= =
⎜ ⎟ ⎜+ + + + + +
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜+ + + + +⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟= + + + +
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
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Στον τελευταίο πίνακα αφαιρούµε την πρώτη γραµµή από κάθε άλλη γραµµή, οπότε 

προκύπτει ο . O τελευταίος είναι τριγωνικός πίνακας και εφαρµόζουµε 

την Εφαρµογή 2.1. Τελικά,  

1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

b c d⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜
⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

.

r r→− + 3 1 3r r r→− +

a
a

a

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

r ar→− + 4 2 4r r r→− +

1 0
a

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

4

                                  

( )

( )

1
1 1

det 1 d et
1 1
1 1

1
0 1 0 0

1 d et 1
0 0 1 0
0 0 0 1

b c d
b c d

E a b c d
b c d
b c d

b c d

a b c d a b c d

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟= + + + +
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= + + + + = + + + +
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

vi)  Εφαρµόζοντας την Πρόταση 2.2v, vi, έχουµε µια εναλλαγή της 1ης µε τη 2η στήλη 

ώστε να παρουσιασθεί µονάδα ως πρώτο στοιχείο του πίνακα και στη συνέχεια 

κάνουµε r a ,  οπότε η ορίζουσα είναι 2 1 2

2

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0

det det det det0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

a a a
a a a

Z a a a
a a

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= = − = − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

. 

Στην τελευταία ορίζουσα κάνουµε πάλι εναλλαγή της 2ης µε την 3η στήλη κατόπιν 
εφαρµόζουµε τις γραµµοπράξεις , , συνεπώς  3 2 3r

2 2

3

2

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0

det ( 1)det det0 1 0 0 0 2
0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1

a a
a a

Z a a a a
a a

a a

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜= − − =− −
⎜ ⎟ ⎜

−⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

. 

Συνεχίζοντας µε την ίδια διαδικασία 3c c↔  και ,   και 

τελικά  µε γραµµοπράξεις  καταλήγουµε να υπολογίσουµε την 

ορίζουσα τριγωνικού πίνακα (Εφαρµογή 2.1)  

4 3 4rr ar→− + 5 3 5r r r→− +

5c 5r4c ↔ 5 4r ar→− +
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2 2

3 3

2 4 2

3

2

3

4 2

3

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0

det det det0 0 1 2 0 0 0 1 2 0
0 0 1 1 0 0 0 3 1 1
0 0 1 0 0 0 0 2

1 0 0 0
0 1 0 0 1

      ( 1)det 0 0 1 0 2
0 0 0 1 3 1
0 0 0 2

a a
a a

Z a a a a
a a a a

a a a a

a
a

a a
a a

a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= − − −
⎜ ⎟

− + −⎜
⎜ − +⎝ ⎠

2

3

4 2

5 3

5 3

1 0 0 0
0 1 0 0 1

det 0 0 1 0 2
0 0 0 1 3 1
0 0 0 0 4 3

     4 3 .                                                                                                  

a
a

a a
a a

a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟

− + −⎟ ⎜ ⎟
⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠

= − +

 

 

Παράδειγµα 2.11  Να λυθούν οι εξισώσεις  :  

   i) de         ii) t 0

x a a a
a x a a
a a x a
a a a x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

det 0

x x x x x
a x x x x
a a x x x
a a a x x
a a a a x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Απόδειξη i) Αρχικά προσθέτουµε όλες τις στήλες στην πρώτη, βγάζουµε κοινό 

παράγοντα το , στη συνέχεια κάνουµε τις σηµειούµενες γραµµοπράξεις και 

καταλήγουµε σε τριγωνικό πίνακα, ως ακολούθως:   

3x a+

( ) ( )

2 2 1

3 3 1

4 4 1

3
3

det det det
3
3

1 1
1 0

3 det 3 det
1 0 0
1 0 0

r r r

r r r

r r r

x a a a x a a a a
a x a a x a x a a

A
a a x a x a a x a
a a a x x a a a x

a a a a a a
x a a x a

x a x a
a x a x a
a a x x a

→ −

→ −

→ −

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟ ⎜= + = +
⎜ ⎟ ⎜ −
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ −⎝ ⎠ ⎝

0 0
.

0
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

 

Έτσι έχουµε την εξίσωση ( )( )3det 0 3 0 3A x a x a x a= ⇔ + − = ⇔ = −  ή .  x a=

ii)  Αφαιρώντας τη δεύτερη γραµµή από την πρώτη  δηµιουργείται κοινός 

παράγοντας και κατόπιν αναπτύσσουµε την ορίζουσα ως προς την γραµµή αυτή,  

1 1r r r→ − 2
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( ) ( )

0 0 0 0

det det det

1 0 0 0 0

det det .

x x x x x x a
a x x x x a x x x x

B a a x x x a a x x x
a a a x x a a a x x
a a a a x a a a a x

x x x x
a x x x x

a x x x
x a x aa a x x x

a a x x
a a a x x

a a a x
a a a a x

−⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜= =
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= − = −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠  

Συνεχίζουµε µε όµοιο τρόπο στην ορίζουσα του 4 4×  πίνακα και για όλους τους 

επόµενους, δηλαδή,  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2

2 2

0 0 0 1 0 0 0

det det det

1 0 0
det det det .

r r r

x x x x x a
a x x x a x x x a x x x

x a
a a x x a a x x a a x x
a a a x a a a x a a a x

x x x
x x 3x a a x x x a a x x x a x x a
a x

a a x a a x

→ −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = − = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Συνεπώς    ή  ( )4det 0 0B x x a x= − = ⇔ = x a= .                                                 
 

Παράδειγµα 2.12  Να αποδείξετε ότι το σύστηµα  

2 2 2

           1
     2

1

+ + =
+ + =
+ + =

x y z
ax by cz

a x b y c z −
 

έχει πάντοτε µοναδική λύση, η οποία και να βρεθεί, όταν  είναι  διακεκριµένοι  

αριθµοί.  

, ,a b c

Απόδειξη Αρχικά παρατηρούµε ότι το σύστηµα που δόθηκε µπορεί να γραφεί µε τη 

γλώσσα των πινάκων 
2 2 2

1 1 1 1
2
1

x
a b c y A
a b c z

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x b , όπου 
2 2 2

1 1 1⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A a b c
a b c

, 

x
y
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x   και . Γενικά, αν γνωρίζουµε ότι ένας τετραγωνικός πίνακας 
1
2
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

b A  
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είναι αντιστρέψιµος, από την Πρόταση 2.7 βρίσκουµε τον αντίστροφό του πίνακα 

 και τότε η µοναδική λύση του συστήµατος προκύπτει από την (2.6), αφού   1−A

               ( )1 1 1A A A A A− −= ⇒ = ⇒ =x b x b x b− . 

Υπολογίζοντας την ορίζουσα του πίνακα A  έχουµε µετά από αφαίρεση της πρώτης 

στήλης από τις άλλες δύο 
2 2 2 2 2

1 0 0
det det

⎛ ⎞
⎜= −⎜
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎟− ⎟A a b a c a
a b a c a

, οπότε αν από τη 

δεύτερη στήλη βγάλουµε κοινό παράγοντα το b a−  και από την τρίτη το ,  

προκύπτει  

−c a

2

1 0 0
det ( )( )det 1 1

⎛ ⎞
⎜= − − ⎜
⎜ ⎟

⎟
⎟

+ +⎝ ⎠

A b a c a a
a b a c a

. Αναπτύσσοντας την 

τελευταία ορίζουσα ως προς την πρώτη γραµµή βρίσκουµε  

det ( )( )( )= − − −A b a c a c b . 

Επειδή οι αριθµοί  είναι διακεκριµένοι, έχουµε , ,a b c det 0A ≠ , συνεπώς ο A  είναι 

αντιστρέψιµος. Ο αντίστροφος πίνακας υπάρχει και µπορεί να υπολογιστεί µε τη 

βοήθεια του προσαρτηµένου πίνακα. Μετά από πράξεις βρίσκουµε 

11 2 2
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

b c
A

b c
, , , , , 

, , ,   

12 2 2
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

a c
A

a c 13 2 2
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

a b
A

a b 21 2 2

1 1⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
b c 22 2 2

1 1⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
a c

23 2 2

1 1⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
a b 31

1 1⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
b c 32

1 1⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
a c 33

1 1⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
a b

11 21 31
1

12 22 32

13 23 33

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

det det det
1 1 det det det

det det
det det det

1    .
( )( )( )

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞− − −
⎜ ⎟

= − −⎜ ⎟− − − ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

A A A
A adjA A A A

A A
A A A

bc b c b c c b
a c ac c a a c

b a c a c b
ab a b a b b a

−

 

Σύµφωνα µε την (2.6), η λύση του συστήµατος είναι  

            
( )( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1
1 2

1

x bc b c b c
y a c ac c a

b a c a c b
z ab a b a b

⎛ ⎞− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

c b
a c
b a− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

x .              
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Παράδειγµα 2.13  Έστω ότι είναι γνωστοί οι πίνακες των ποσοτήτων Q  και των 

δαπανών =M PQ , όπου  ο πίνακας των τιµών. Ο πίνακας  δείχνει 

τις ποσότητες που αναλογούν µεταξύ 3 ατόµων και 3 αγαθών, και o πίνακας 

 δείχνει τις αντιστοιχίες µεταξύ 4 εβδοµάδων και 3 ατόµων. 

P
5 8 13

5
8

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 2
6 3

=Q

⎟
⎟

1

31 21 47
21 16 34
20 21 39
29 20 44

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜=
⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

M

Να βρεθεί ο πίνακας των τιµών , ο οποίος δείχνει τις τιµές των τριών αγαθών κάθε 

µία από τις τέσσερις εβδοµάδες.    

P

Απόδειξη  Αν υπάρχει ο , τότε στην υπόθεση µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε 

µε τον αντίστροφο πίνακα και έχουµε   

1−Q

1 1− − −= ⇒ = ⇒ =M PQ MQ PQQ P MQ . 

Έτσι, ο υπολογισµός του ζητούµενου πίνακα είναι αρκετά απλός και χρειάζεται µόνο 

τον  και τον πολλαπλασιασµό του µε τον 1−Q M .  

Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του πίνακα  ως προς τη δεύτερη γραµµή βρίσκουµε 

, άρα υπάρχει ο , µε 

Q

det 11= −Q 1−Q 1

1 25 14
1 1 2 38 27

det 11
0 33 22

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

Q adjQ
Q

. 

Ο ζητούµενος πίνακας είναι  

               1

31 21 47 1 2 3
1 25 14

21 16 34 1 1 21 2 38 27
20 21 39 2 1 111

0 33 22
29 20 44 1 3 2

−

⎛ ⎞ ⎛
−⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜= = − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

P MQ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

.              

 

Εφαρµογή 2.14 Χαρακτηρίστε τις επόµενες προτάσεις αν είναι σωστές ή λάθος, 

δικαιολογώντας την απάντησή σας. 

i) Αν A  είναι 3 3×  πίνακας, τότε det(5 ) 5 detA A= ⋅ . 

ii) Αν οι A  και B  είναι n n×  πίνακες µε det 2A =   και , τότε 

  και    

det 3B =

det( ) 5A B+ = ( )3det 6A = . 

iii) det( ) detA A− = − . 
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iv) Αν ο  πίνακας n n× A  είναι τέτοιος ώστε tA A= − , τότε ο A  δεν είναι 

αντιστρέψιµος. 

v) Αν οι A  και B  είναι  πίνακες µε  n n× 32 5 2A AB I+ + =O , τότε ο A  είναι 

αντιστρέψιµος. 

vi) Αν για τον  πίνακαn n× A  ισχύει , τότε ο ( ) ,     kA I k+ = ∈O *N A  είναι 

αντιστρέψιµος. 

vii) Αν , τότε . 3A =O det 0A =

viii) Αν ο πίνακας   , τότε . ( )nA M∈ R det( ) 0tA A ≥

Απόδειξη   

i) Λάθος,  γιατί από την Πρόταση 2.2iii µε  5, 3nλ = =  έχουµε  . 3det(5 ) 5 detA A= ⋅

ii) Λάθος, γιατί αν θεωρήσουµε 
2 0

det 2
0 1

A A⎛ ⎞
= ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
2 1

det 3
3 3

B B⎛ ⎞
= ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

προφανώς . Και η επόµενη σχέση είναι λάθος, 

αφού από την Πρόταση 2.3iii, για 

4 1
det( ) 13

3 4
A B A B⎛ ⎞
+ = ⇒ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

3k =  έχουµε 3 3det( ) 2 8A = = . 

iii) Λάθος, επειδή εφαρµόζοντας την Πρόταση 2.2iii για 1λ = −  έχουµε 

, οπότε για n  άρτιο αριθµό ισχύει det( ) ( 1) detnA A− = − ⋅ det( ) detA A− = , ενώ για  

περιττό ισχύει η δοθείσα ισότητα. 

n

iii) Λάθος, γιατί από την υπόθεση, την Πρόταση 2.3i και 2.2 για 1λ = − ,  προκύπτει 

( )
( )

det det det ( 1) det
Y

t nA A A= = − = − A . 

Όµως όταν  άρτιος δεν υπάρχει πληροφορία από την τελευταία ισότητα για την 

ορίζουσα του πίνακα, ενώ όταν  περιττός έχουµε det

n

n det det 0A A A= − ⇒ = , οπότε 

µόνο σε αυτή την περίπτωση ο A  δεν είναι αντιστρέψιµος. 

v)  Σωστή, διότι από την υπόθεση έχουµε  ( )3 22 5 2 2 5 2 .A AB I A A B I+ + = ⇒ + = −O  

Παίρνοντας ορίζουσες και εφαρµόζοντας τις Προτάσεις 2.3 και 2.2, καταλήγουµε  

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2det 2 5 det 2 det det 2 5 2 0nA A B I A A B+ = − ⇒ ⋅ + = − ≠  

το οποίο σηµαίνει ότι , δηλαδή ο det 0A ≠ A  είναι αντιστρέψιµος. 

vi) Σωστή, γιατί από   
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1 2

1 2

1 2 3

( )
1 2 1

1 2 1

.
1 2 1

k k k k

k k k

k k k

k k k
A I A A A A I

k

k k k
                  A A A A I

k

k k k
                  A A A A I I

k

− −

− −

− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = ⇒ + + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ + + + + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ ⋅ − − − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

…

…

…

O O

  

Στην τελευταία ισότητα εφαρµόζουµε ορίζουσες και έχουµε : 

1 2 3

1 2 3

det det det
1 2 1

det det 1                       (*)
1 2 1

k k k

k k k

k k k
A A A A I I

k

k k k
A A A A I

k

− − −

− − −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ − − − − − = ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ − − − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

…

…

 

Αν ο A  δεν ήταν αντιστρέψιµος, τότε det 0A =  και από την (*) θα είχαµε , 

άτοπο. 

0 1=

vii) Σωστή, επειδή ( )3 3det det 0 (**)A A= ⇒ = =O O  και από την Πρόταση 2.3iii  

για   έχουµε  3k =

( ) ( ) ( )
(**)3 33det det 0 det 0 d et 0A A A A= = ⇒ = ⇒ = . 

viii) Σωστή, από την Πρόταση 2.3i και ii   έχουµε   

                        ( ) ( ) 2det det det det det (det ) 0t tA A A A A A A= ⋅ = ⋅ = ≥ .                   

 

 

Εφαρµογή 2.15 (ιδιότητες προσαρτηµένου πίνακα)  Για κάθε τετραγωνικό πίνακα 

( )nA M∈ F  έχουµε: 

i)  ( )adj A adjA= ,  ( ) ( ttadj A adjA= )  και ( ) ( )adj A adjA ∗∗ = , 

ii)     µε  . ( ) 1nadj kA k adjA−= k∈F

iii) Αν ο A  είναι αντιστρέψιµος, τότε ( ) ( ) 1det det nadjA A −= .   

iv)  Αν οι ( ), nA B M∈ F  είναι αντιστρέψιµοι, τότε ( ) ( ) ( )adj AB adjB adjA= ⋅ . 

 
Απόδειξη i)  Σύµφωνα µε τον ορισµό 2.3 θεωρούµε τον προσαρτηµένο πίνακα του A  

να είναι ( ) ( )( )( 1) deti j
ji jiadjA c A+= = − , οπότε 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
Πρ. 2.3(i)

1 det 1 det 1 deti j i j i j
ji ji jiadjA A A A adj A+ + += − = − = − =   

και   ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( 1) det ( 1) det
ttt i j i j t

ji ji ijadjA c A A adj A+ += = − = − = .  

Έτσι συνδυάζοντας τις δύο προηγούµενες σχέσεις έχουµε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∗∗ = = = =tt tadj A adj A adj A adjA adjA . 

ii) Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα ii της Πρότασης 2.2, στους ( ) ( )1 1− × −n n  πίνακες 

ijA  που εµφανίζονται στον ορισµό του προσαρτηµένου πίνακα, λαµβάνουµε   

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
Πρ. 2.2(iii)

1 1

1

( 1) det ( 1) det ( 1) det

                                                                                           .

i j i j n n i j
ji ji

n

adj kA kA k A k A

k adjA

+ + − −

−

= − = − = −

=

ji
+

 

iii)  Εφαρµόζοντας στην ισότητα της Πρότασης 2.6ii, τις Προτάσεις 2.2iii και  2.3ii 

και λαµβάνοντας υπόψη την υπόθεση ότι ο A  είναι αντιστρέψιµος, άρα , 

έχουµε διαδοχικά τα εξής : 

det 0≠A

( ) ( ) ( )( ) ( ) (

( ) ( )

Πρ. 2.3(ii)

Πρ. 2.2(iii)

det 0 1

det det det det det det det

                                det det .
≠ −

⋅ = ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ ⋅ =

⇒ =

n
n n

A n

)A adjA A I A adjA A I A adjA A

adjA A
 

iv) Επειδή  οι πίνακες ,A B  είναι αντιστρέψιµοι από την Πρόταση 1.8v προκύπτει ότι 

και ο πίνακας AB  είναι αντιστρέψιµος, άρα ( )det 0≠AB . Συνεπώς ισχύει η σχέση 

(2.5), δηλαδή,  ( ) ( ) ( )1
det

⎛ ⎞
⋅⎜⎜
⎝ ⎠

n=⎟⎟AB adj AB I
AB

, την οποία πολλαπλασιάζουµε 

αριστερά µε ( ) 1−AB  και µε εφαρµογή των ιδιοτήτων ( ) 1 1 1− − −=AB B A  και 

( )det det det= ⋅AB A B  ( Πρόταση 2.3ii)  καθώς και της Πρότασης 2.7 έχουµε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

1 1 1 1

1 1
det det

1                             det
det

                             det

− −

− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ = ⇒ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ ⋅ = ⇒ =

⇒ =

n n

n

AB adj AB I AB AB adj AB AB I
AB AB

−I adj AB B A adj AB AB B A
AB

adj AB A det⋅ B 1
det

⋅
B

1
det

⋅adjB
A

adjA

 

και έτσι η ζητούµενη ισότητα είναι προφανής.                                                          
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Εφαρµογή 2.16 (συµπλήρωµα Schur) Έστω ο σύνθετος πίνακας , 

όπου ο πίνακας  είναι αντιστρέψιµος, 

A B
K

Γ ∆
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )mA M∈ F ( )nM∆∈ F , ( )m nB M ×∈ F  και 

. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του σύνθετου πίνακα ( )n mMΓ ×∈ F K .  

Απόδειξη Στην ισότητα πινάκων (1.2) εφαρµόζουµε ορίζουσα και κατόπιν την 

Πρόταση 2.3ii και την Εφαρµογή 2.1, οπότε παίρνουµε 

( )

1

1 1

1

1 1

Εφ. 2.1
1

det det

                  det det det

                det det det det

−

− −

−

− −

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

m m

n n

m m

n n

m n

IA B A I A B
A I A B I

I A I A B
A I A B I

I I A A B

ΓΓ ∆ ∆ Γ

Γ ∆ Γ

∆ Γ

O O
O O

O O
O O

( )1

det det

                 det det .                                                                  −

⋅

= ⋅ −

m nI I

A A B∆ Γ

 

 

  Ασκήσεις 

1. Να λυθούν οι εξισώσεις (µεταβλητή ) x

i)       ii)  
2 4

det 4 2 0
2 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
x

x

1 2 3 4
1 2 3 4

det 0
1 2 3 4
1 2 3 4

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟ =
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

x
x

x
x

. 

2. Να αποδείξετε τις επόµενες ισότητες  

i) ,   ii) . 2

0 1 1 1
1 0

det 3
1 0
1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ = −
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

a a
a

a a
a a

( )( )(

2 3

2

1
1

det 1 1 1
1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ = − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

x x x
a x x

ax bx cx
p b x
q r c

)

3. Να αποδείξετε ότι ισχύει ( )3
4det 3 1A = ⋅ − , όπου .  4

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Εφαρµόζοντας επαγωγή, να αποδείξετε ότι για τον n n×  πίνακα  
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0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

1 1 1 0

nA

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"
"

# # % #
…

 

ισχύει  . ( ) ( )1det 1 1n
nA n−= − ⋅ −

4. Έστω ένας  τριδιαγώνιοςn n× 1  πίνακας . Να 

αποδείξετε ότι 

n

a b
c a b

A
c a b

c a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O

O

% % %

( ) ( ) ( )1 2det det detn nA a A bc A−= − n− , για κάθε . 3n ≥

5. Να υπολογίσετε τις τιµές της σταθεράς ∈Rc , έτσι ώστε οι επόµενοι πίνακες 

να είναι αντιστρέψιµοι  

                     

0 0   0 0 2
1 0 0 0   0 c   4

0 2 , 0 0 1 2   6
1 1 0 2 3 6 7

1   5 9   2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

c
A c B

c
c

. 

6. Να υπολογιστούν οι αντίστροφοι πίνακες των πινάκων  

4 3
2 5

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A ,  
3 4 5
2 3 1
3 5 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

B ,   

1    1   1   1
1   1 1 1
1 1   0   0
0   0   1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

C . 

7. Αν  µε ( ), , ∈ nA B C M F det 1= −A , det 2=B  και det 3=C  να υπολογίσετε 

τις ορίζουσες i) ( )3det −t 1A BC B ,  ii) ( )2 1 1det − − tB C AB C ,  iii) ( )2det 3 tA B . 

8. Να υπολογίσετε την τιµή του ∈Rk , έτσι ώστε το σύστηµα  

2

2 4 4
3 13 2
4 3

+ − =
− + =
+ + = +

x y z
x y z
x y k z k

 

      να έχει µοναδική λύση, η οποία να υπολογισθεί. 
                                                 
1 Ένας τετραγωνικός πίνακας ( )ijA a=  ονοµάζεται τριδιαγώνιος, όταν iia a=  για , 

, , για  και όλα τα άλλα στοιχεία είναι ίσα µε 0. 

1,...,i n=

, 1i ia b+ = 1,i ia c+ = 1,..., 1i n= −
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9. Aν , να λύσετε την εξίσωση 
2 1 0
4 3 2
1 0 1

A
⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟ ( )2I A X I A− = + .   

10. Έστω ο τετραγωνικός πίνακας ( )∈ nA M F . 

i)  Να αποδείξετε ότι ισχύει ( ) ( ) 11det det −− =A A .  

ii) Αν για τον αντιστρέψιµο πίνακα A  ισχύει 1− = tA A , ο πίνακας A  

ονοµάζεται ορθογώνιος. Να υπολογίσετε την ορίζουσα ενός ορθογώνιου 

πίνακα. 

iii) Αν για έναν τετραγωνικό πίνακα A  ισχύουν A I≠  και , να 

αποδείξετε ότι ο πίνακας 

2A I=

I A+  δεν είναι αντιστρέψιµος.  

iv) Υπολογίστε την  αν :  det A

              a) ,     b) 2 =A A 2 =A I ,     c) 3 =A A ,    d) 2 + =nA I O ,    e) . = −tA A

v)     Να αποδείξετε ότι για τους τετραγωνικούς πίνακες A , B  ισχύει 

( ) ( )det dett tA B A B+ = + . 

vi)    Nα αποδείξετε ότι , για κάθε . ( )det 1
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

pqp

q

I
I
O

O , 1≥p q

vii)     Να αποδείξετε ότι   ,  ( )

1

2

1 2

1

0 0 0
0 0

det 1
0 −

⎛ ⎞
⎜ ⎟∗⎜ ⎟
⎜ ⎟ = −
⎜ ⎟

∗ ∗⎜ ⎟
⎜ ⎟∗ ∗ ∗⎝ ⎠

"
"

# # $ # "
…
…

k
n

n

n

a
a

a a a
a

a

          όπου   ή  , µε 2=n k 12= +n k ∗  σηµειώνεται οποιοδήποτε στοιχείο,  

          (ο πίνακας έχει αριστερά και πάνω από την αντιδιαγώνιο µηδέν και τα    

          υπόλοιπα οποιαδήποτε αυθαίρετα στοιχεία).  

 


	Κεφάλαιο 2
	Ο Ρ Ι Ζ Ο Υ Σ Ε Σ
	Εφαρμογή 2.1 ( ορίζουσα τριγωνικού πίνακα)
	Πρόταση 2.3 (ιδιότητες ορίζουσας)
	Εφαρμογή 2.4 (ιδιότητες - ανάπτυγμα ορίζουσας ως προς γραμμέ
	Πρόταση 2.6 (σχέση προσαρτημένου πίνακα και αρχικού)
	Πρόταση 2.7 ( κριτήριο ύπαρξης αντίστροφου πίνακα)
	Πρόταση 2.8 ( μέθοδος Cramer)

