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Κεφάλαιο 3 
 
Π Ι Ν Α Κ Ε Σ   ΚΑΙ   Γ Ρ Α Μ Μ Ι Κ Α   Σ Υ Σ Τ Η Μ Α Τ Α 

 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε την εφαρµογή του λογισµού των πινάκων στα 

γραµµικά συστήµατα. Θα δώσουµε ιδιαίτερη έµφαση στον αλγόριθµο απαλοιφής του 

Gauss, µε τον οποίο από ένα δεδοµένο γραµµικό σύστηµα οδηγούµαστε σε ένα άλλο  

απλούστερο, το οποίο έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις µε το αρχικό και είναι ευκολότερο 

στη λύση του. 

 

3.1  Γενικές έννοιες και ορισµοί  

Ορισµός 3.1 (γραµµικά συστήµατα) 

Ένα σύνολο   εξισώσεων και  αγνώστων m n 1 2, , ,… nx x x

m

 που έχει τη µορφή  
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                                      (3.1) 

ονοµάζεται γραµµικό σύστηµα   εξισώσεων µε  n  αγνώστους ή πιο απλά  

γραµµικό σύστηµα, όπου 

m ×m n

, ,ij j ia x b ∈F ,  = RF  ή =CF , 1, 2, ,i m= … , . 

Μια άδα αριθµών 

1, 2, ,j n= …

−n ( 1 2, , ,… n )x x x  που επαληθεύει όλες τις εξισώσεις του (3.1) 

λέγεται λύση του συστήµατος, και το σύνολο όλων των λύσεων γενική λύση του 

συστήµατος. Η διαδικασία που ακολουθείται για τον έλεγχο ύπαρξης και την εύρεση ή 

µη ύπαρξης της γενικής λύσης του συστήµατος λέγεται επίλυση του συστήµατος. Όταν 

το γραµµικό σύστηµα έχει τουλάχιστον µία λύση λέγεται συµβιβαστό, διαφορετικά 

αδύνατο ή  µη συµβιβαστό.  

Στην περίπτωση που , το σύστηµα ονοµάζεται οµογενές, 

διαφορετικά λέγεται µη οµογενές. Είναι φανερό πως ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα 

είναι συµβιβαστό, αφού µία λύση του είναι η µηδενική (η οποία ονοµάζεται 

τετριµµένη λύση), σύγκρινε µε τα σχόλια 2

1 2 0mb b b= = = ="

ου κεφαλαίου µετά το Παράδειγµα 2.9.  

Όπως αναφέραµε στο κεφάλαιο 2ο Πρόταση 2.8 (µέθοδος Cramer), εφαρµόζοντας 

λογισµό πινάκων στο παραπάνω σύστηµα, αυτό µπορεί να γραφεί  
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Ορισµός 3.2 (πίνακες και γραµµικά συστήµατα) 

Ο  πίνακας   ονοµάζεται   πίνακας των συντελεστών 

του συστήµατος, ο πίνακας – στήλη 

m n×
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#
x  ονοµάζεται πίνακας των αγνώστων και 

ο πίνακας   λέγεται πίνακας των σταθερών όρων του συστήµατος.  
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ονοµάζεται   επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος, ο οποίος προκύπτει από τον A   

αν επισυνάψουµε σε αυτόν µια επιπλέον στήλη,  τη  . 
1

m

b

b

⎛ ⎞
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Για παράδειγµα, αν το γραµµικό σύστηµα είναι το  

1 2 3
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τότε οι αντίστοιχοι πίνακες είναι  
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Αν µε iε  συµβολίζουµε την i − εξίσωση του γραµµικού συστήµατος (3.1), είναι 
προφανές ότι : 
 αν εναλλάσσουµε δυο εξισώσεις i jε ε↔  του αρχικού συστήµατος (3.1), το νέο 

σύστηµα που θα προκύψει θα έχει την ίδια γενική λύση µε το αρχικό,  

 αν αντικαταστήσουµε µια εξίσωση του συστήµατος (3.1) µε το πολλαπλάσιό της, 

i iaε ε→ , , το νέο σύστηµα που θα προκύψει θα έχει την ίδια γενική λύση 

µε το αρχικό,  

0a ≠

 αν αντικαταστήσουµε µια εξίσωση του (3.1) µε την πρόσθεση σε αυτήν των  

αντίστοιχων µελών µιας άλλης εξίσωσης, αφού έχουν πολλαπλασιασθεί όλα τα 

µέλη της µε τον ίδιο µη µηδενικό αριθµό,  j j iaε ε ε→ + , 0a ≠ , και πάλι το νέο 

σύστηµα που θα προκύψει θα έχει την ίδια γενική λύση µε το αρχικό, 

δηλαδή, χρησιµοποιώντας τις παραπάνω «πράξεις», οι οποίες ονοµάζονται 

στοιχειώδεις πράξεις ή στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί, από το αρχικό σύστηµα 

κατασκευάζεται ένα νέο σύστηµα, το οποίο έχει ακριβώς το ίδιο σύνολο λύσεων µε 

το αρχικό και γι΄ αυτό τα δύο συστήµατα ονοµάζονται ισοδύναµα.   

Αν σκεφτούµε ότι κάθε µία από τις προαναφερθείσες στοιχειώδεις πράξεις του 

γραµµικού συστήµατος αντιστοιχούν και σε µία ανάλογη «πράξη» στις αντίστοιχες 

γραµµές του επαυξηµένου του πίνακα, είµαστε σε θέση να δικαιολογήσουµε αφενός 

µεν τον όρο γραµµοπράξεις και τον ίδιο συµβολισµό που χρησιµοποιείται, και 

αφετέρου επειδή τα συστήµατα που προκύπτουν είναι ισοδύναµα να 

δικαιολογήσουµε και να κατανοήσουµε τον επόµενο ορισµό. 

Έστω ( )m nA M ×∈ F ,  ή = RF =CF . Καθεµιά από τις παρακάτω διαδικασίες 

ονοµάζεται στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών του πίνακα A  ή πιο σύντοµα  

γραµµοπράξεις, συγκεκριµένα 

   εναλλαγή δύο γραµµών, 

   πολλαπλασιασµός  µιας γραµµής του A  µε ένα µη µηδενικό στοιχείο του 

   πρόσθεση σε µια γραµµή το πολλαπλάσιο µιας άλλης γραµµής, 

και αν  είναι η γραµµή του ir i − A  οι αντίστοιχοι συµβολισµοί των παραπάνω 

γραµµοπράξεων είναι  

  (εναλλάσσουµε τις ) ir r↔ j

ir

,i jr r

  (πολλαπλασιάζουµε την  µε τον αριθµό ir a→ ir 0a ≠ ) 

  (στη γραµµή  προσθέτουµε i ir r ar→ + j ir 0a ≠  φορές την ). jr
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Ορισµός 3.3 (γραµµοϊσοδύναµοι πίνακες) 

Έστω οι πίνακες . Θα λέµε ότι ο ( ), m nA B M ×∈ F A  είναι γραµµοϊσοδύναµος µε τον 

B , αν ο B  προκύπτει από τον A  µετά από µια πεπερασµένη ακολουθία στοιχειωδών 

µετασχηµατισµών γραµµών. 

Για παράδειγµα ο  είναι γραµµοϊσοδύναµος µε  

επειδή . 
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Στο παράδειγµα που ακολουθεί, θα εφαρµόσουµε στοιχειώδεις πράξεις στις εξισώσεις 

ενός συστήµατος µε σκοπό να πάρουµε ένα απλούστερο σύστηµα, ισοδύναµο µε το 

αρχικό. Τις ίδιες πράξεις θα εφαρµόζουµε ταυτόχρονα και στις γραµµές του 

αντίστοιχου επαυξηµένου πίνακα, µια και από τον ορισµό 3.3. φαίνεται καθαρά ότι 

ισοδύναµα συστήµατα αντιστοιχούν σε γραµµοϊσοδύναµους επαυξηµένους πίνακες, 

συνεπώς για διευκόλυνσή µας στη συνέχεια θα ασχολούµαστε µόνο µε τον 

επαυξηµένο πίνακα του συστήµατος για να οδηγούµαστε στην επίλυση των 

γραµµικών συστηµάτων.  

Παράδειγµα 3.1  Θεωρούµε το σύστηµα 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1
3 2
5 3 3

x x x x
x x x x
x x x x

− + + =
− − + =
− + + =

. 

Από το σύστηµα έχουµε τον αντίστοιχο επαυξηµένο πίνακα 
1 1 1 1 1
3 1 1 2 2
5 3 1 3 5

⎛ −
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
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⎞
. 

Χρησιµοποιούµε την πρώτη εξίσωση του συστήµατος για να απαλείψουµε από τη 

δεύτερη και τρίτη εξίσωση τον 1x  άγνωστο. Αυτό επιτυγχάνεται αν πολλαπλα-

σιάσουµε µε  την πρώτη εξίσωση και την προσθέσουµε στη δεύτερη 

(

3−

2 2 3 1ε ε→ − ε

1r

),  ή µε τη «γλώσσα» των γραµµοπράξεων στον επαυξηµένο πίνακα 

( ) και κατόπιν αν πολλαπλασιάσουµε µε 2 2 3r r→ − 5−  την πρώτη εξίσωση και την 

προσθέσουµε στην τρίτη ( 3 3 5 1ε ε→ − ε

1r

1

),  ή  οι γραµµοπράξεις στον επαυξηµένο 

πίνακα είναι , και το σύστηµα που θα προκύψει είναι 3 3 5r r→ −

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

1
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2 4 2 0

x x x x
x x x
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  και ο αρχικός επαυξηµένος  πίνακας γίνεται  

                    ( ) (2 2 1

3 3 1

3
5

1 1 1 1 1
0 2 4 1 1
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r r r
r r rA A→ −
→ −

⎛ ⎞−
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� �b b) .                               (*) 

Συνεχίζοντας µε όµοιο τρόπο, χρησιµοποιώντας τη δεύτερη εξίσωση απαλείφουµε 

από την τρίτη τον άγνωστο 2x , το οποίο το πετυχαίνουµε αν πολλαπλασιάσουµε τη 2η 

εξίσωση µε  και την προσθέσουµε στην τρίτη 1− ( )3 3 1 2ε ε→ + − ε , ή αντίστοιχα από 

τον επαυξηµένο (A� �b) 2

1

 στην (*) κάνοντας τη γραµµοπράξη   έχουµε  ( )3 3 1r r r→ + −

1 2 3 4

2 3 4
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1
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1

x x x x
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x

− + + =
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− =
     ή       ( ) ( )3 3 2
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� � ˆ ˆb b  

Τέλος, αν πολλαπλασιάσουµε µε 1
2

 τη δεύτερη ( 2
1
2 2ε ε→ ) και µε  την τρίτη 

εξίσωση (

( )1−

( )3 1 3ε ε→ − ) θα πάρουµε ένα ισοδύναµο σύστηµα µε το αρχικό,  αφού οι 

µόνες πράξεις που χρησιµοποιήθηκαν ήταν οι στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί και το 

νέο σύστηµα πολύ εύκολα επιλύεται, µια και έχει την µορφή  

   

1 2 3 4

2 3 4

4

1
1 12
2 2

1

x x x x

x x x

x

− + + =

− − = −

= −

   ή    ( ) ( )
2 2

3 3

1
2
1
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⎜ ⎟
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⎝ ⎠

ˆ b̂       (**) 

Πράγµατι, αν λύσουµε το σύστηµα της (**) µε αντικατάσταση από την τελευταία 

εξίσωση προς την αρχική, έχουµε  

4 1x = − ,  2 3 2 32 1 1 2x x x x− = ⇔ = + ,  ( ) ( )1 3 3 1 31 2 1 1 3x x x x x− + + + − = ⇔ = + , 

οπότε η γενική λύση είναι το σύνολο 

( ) ( ){ }1 2 3 4 3 3 3 3, , , 3 , 1 2 , , 1 ,x x x x x x x x= + + − ∈R  

ή όπως συνηθίζουµε να γράφουµε µε µορφή πινάκων  

1 3

2 3

3 3

4

3
1 2

1

x x
x x
x x
x

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠

x , . 3x ∈R

 
   Η µορφή του επαυξηµένου πίνακα στην (**) είναι γνωστή ως κλιµακωτή µορφή 

πίνακα ή όπως διαφορετικά λέµε ο πίνακας είναι κλιµακωτός.   



Κεφάλαιο 3 – Πίνακες και Γραµµικά συστήµατα 6 από 32    

Ορισµός 3.4 (κλιµακωτοί πίνακες) 

 Ένας πίνακας A  ονοµάζεται κλιµακωτός αν  

i) το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο κάθε µη µηδενικής γραµµής ( το οποίο ονοµάζεται 

ηγετικό ή οδηγούν στοιχείο της γραµµής) βρίσκεται σε θέση δεξιότερα από το 

αντίστοιχο µη µηδενικό στοιχείο της προηγούµενης γραµµής 

ii) οι µη µηδενικές γραµµές βρίσκονται πάνω από τις µηδενικές γραµµές. 

 Ένας κλιµακωτός πίνακας λέγεται ανηγµένος κλιµακωτός αν επιπλέον ισχύουν  

iii)  το ηγετικό στοιχείο κάθε µη µηδενικής γραµµής είναι  το 1   

iv)  το ηγετικό στοιχείο 1  είναι το µοναδικό µη µηδενικό στοιχείο της στήλης που το 

περιέχει.  

 

Για παράδειγµα, από τους επόµενους πίνακες  

1 0 0 4
0 1 0 2
0 0 1 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    
1 0 0 4
0 1 1 2
0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ο πρώτος και τρίτος είναι ανηγµένοι κλιµακωτοί, ενώ ο δεύτερος είναι κλιµακωτός 

αλλά όχι ανηγµένος κλιµακωτός. Ξαναβλέποντας το Παράδειγµα 3.1 και τους 

Ορισµούς 3.3, 3.4 εύκολα καταλήγουµε στις επόµενες προτάσεις  :  

 
 
Πρόταση 3.2 
 
Κάθε  πίνακας µε στοιχεία από το  είναι γραµµοϊσοδύναµος µε έναν  m n× F m n×

κλιµακωτό πίνακα µε στοιχεία από το . F

 

 
Πρόταση 3.3 
 
Κάθε γραµµικό σύστηµα είναι ισοδύναµο µε ένα γραµµικό σύστηµα του οποίου ο 

επαυξηµένος πίνακας είναι κλιµακωτός ή µπορεί να είναι ανηγµένος κλιµακωτός . 

 

 

Η προηγούµενη πρόταση είναι σηµαντική µια και όπως αναφέραµε πριν το 

παράδειγµα 3.1, θα ασχολούµαστε στο εξής µόνο µε τον επαυξηµένο πίνακα του 
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συστήµατος, συνεπώς θα διευκολύνουµε τη διαδικασία της επίλυσής του αν ο 

πίνακας είναι σε κλιµακωτή µορφή, ακόµη καλύτερα αν είναι σε ανηγµένη 

κλιµακωτή, γι΄ αυτό και εδώ παρουσιάζουµε έναν αλγόριθµο που µετασχηµατίζει 

έναν πίνακα σε ανηγµένο κλιµακωτό. 

 

Αλγόριθµος 

µετασχηµατισµού ενός πίνακα σε ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα 

 

Βήµα 1 Εντοπίζουµε την πρώτη µη µηδενική στήλη και µεταφέρουµε 

στην πρώτη γραµµή τη γραµµή εκείνη που περιέχει το µη 

µηδενικό στοιχείο της στήλης. 

Βήµα 2 Μετατρέπουµε το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο της πρώτης 

γραµµής σε 1. 

Βήµα 3 Μετατρέπουµε σε 0 όλα τα στοιχεία που βρίσκονται στη 

στήλη του πρώτου 1 της πρώτης γραµµής και κάτω από 

αυτό. 

Βήµα 4 Στην συνέχεια αγνοούµε την πρώτη στήλη και την πρώτη 

γραµµή του πίνακα και επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 1 – 3 

για τις επόµενες γραµµές. (Αν οι επόµενες γραµµές είναι 

όλες µηδενικές, τότε παραλείπουµε το βήµα 4 και πάµε στο 

επόµενο βήµα.) 

Βήµα 5 Μετατρέπουµε σε 0 όλα τα στοιχεία που βρίσκονται σε κάθε 

στήλη που περιέχει  το πρώτο 1 µιας γραµµής 

 

Ο αλγόριθµος ολοκληρώνεται όταν το πρώτο 1 σε κάθε γραµµή είναι το 

µοναδικό µη µηδενικό στοιχείο της στήλης που το περιέχει. 

 

 

 

3.2 Μέθοδος απαλοιφής Gauss  

Όπως ήδη έχουµε αναφέρει στην Πρόταση 3.3 χρησιµοποιώντας την λογική του 

προηγούµενου αλγορίθµου µπορούµε να µετατρέψουµε τον επαυξηµένο πίνακα ενός 

γραµµικού συστήµατος σε κλιµακωτό ή και σε ανηγµένο κλιµακωτό, οπότε τότε η 
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επίλυση του συστήµατος απλοποιείται. Η µέθοδος απαλοιφής του Gauss περιγράφει 

ακριβώς αυτή τη διαδικασία.  

Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα και τον αντίστοιχο επαυξηµένο του πίνακα 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
+ + + =

+ + + =

"
"

# # # #
"

,   ( )
11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

A

a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

b

…
…

# # #
…

 

 Έστω ότι 11 0α ≠ , (αν δε συµβαίνει κάνουµε εναλλαγή εξισώσεων ή ακόµη και 

αγνώστων, δηλαδή εναλλαγή στηλών, προκειµένου να έχουµε πρώτο στοιχείο 

στην 1η γραµµή µη µηδενικό). Χρησιµοποιώντας την πρώτη γραµµή, κάνοντας 

γραµµοπράξεις µηδενίζουµε όλα τα στοιχεία των επόµενων γραµµών που 

βρίσκονται στην ίδια στήλη µε το 11α . Μέχρι εδώ έχουµε εφαρµόσει ουσιαστικά 

το 1ο και 3ο βήµα του προηγούµενου αλγορίθµου.  

 Συνεχίζουµε τη διαδικασία που περιγράφηκε µε τα στοιχεία της δεύτερης 

γραµµής, έστω  22 0α ≠�  να είναι το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο της δεύτερης 

γραµµής κάνοντας γραµµοπράξεις µηδενίζουµε όλα τα στοιχεία των επόµενων 

γραµµών που βρίσκονται στην ίδια στήλη µε το 22α� .    

 Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία που περιγράφηκε προηγούµενα, για όλες 

τις γραµµές των γραµµοϊσοδύναµων επαυξηµένων πινάκων που προκύπτουν, 

οπότε καταλήγουµε σε έναν γραµµοϊσοδύναµο µε τον αρχικό επαυξηµένο πίνακα της 

µορφής  

                                             

11 12 1 1 1

22 2 2 2

1

0

0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

r n

r n

rr rn r

r

m

a a a a b
a a a b

a a b
b

b

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

�� � � �… …
�� � �… …

# # " # " # #
�� �" "
�"

# # # # #
�" "

                            (3.2) 

συνεπώς το αντίστοιχο σύστηµα θα είναι  
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11 1 12 2 1 1 1

22 2 2 2 2           
                           .............................. ...

                                

     

i i r ir n in

i r ir n in

rr ir rn in r

a x a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x b

+ + + + + =

+ + + + =

=

+ + =

�� � � �" "
�� � �" "

�� �"

1                                                   0
                                                        

                                                         0

r

m

b

b

+=

=

�

# #
�

,                        (3.3) 

όπου ,  . 0iia ≠� 1, 2, ,i r= "

Από τη µορφή του συστήµατος (3.3) προκύπτουν τα εξής συµπεράσµατα: 

i) Αν  και κάποιο από τα r m< 1, , 0r mb b+ ≠� �… , το σύστηµα είναι αδύνατο, άρα ο 

πίνακας (3.2) θα έχει κάποια γραµµή της µορφής ( )0 0 0 c" , όπου .   0c ≠

ii) Αν  και , το σύστηµα είναι συµβιβαστό. r m≤ 1 0r mb b+ = = =� �…

Ειδικότερα, αν  και   r m=

α) αν , το σύστηµα έχει ακριβώς µία λύση (είναι σύστηµα Crammer, βλέπε 

Πρόταση 2.8 ), 

r n=

β) αν r , τότε οι n  άγνωστοι n< r− 1 2, , ,i r i r i r nx x x+ + … +  ορίζονται αυθαίρετα,  και 

οι υπόλοιποι προσδιορίζονται πλήρως από τη λύση του συστήµατος (3.3), 

ξεκινώντας από την τελευταία εξίσωση προς την πρώτη, ακολουθώντας τη µέθοδο 

της αντικατάστασης.  

 

Σχόλια :       Σχετικά µε την περίπτωση ii) β) οι άγνωστοι που ορίζονται αυθαίρετα 

ονοµάζονται παράµετροι ή ελεύθεροι άγνωστοι ή ελεύθερες µεταβλητές, το δε 

σύστηµα λέµε ότι έχει  πλήθος παραµέτρων ή  nn r− r−  παραµετρική απειρία 

λύσεων. 

    Ο αριθµός που ισούται µε  στον πίνακα του συστήµατος (3.3) δηλώνει τον 

βαθµό του, όπως φαίνεται από τον επόµενο ορισµό. Συνεπώς ο βαθµός του πίνακα 

παίζει σηµαντικότατο ρόλο στην ύπαρξη ή όχι λύσεων ενός γραµµικού συστήµατος. 

r

   Ειδικά στην περίπτωση όπου r m=  και 0n r r n− = ⇔ = ,  έχουµε να 

σχολιάσουµε ότι δεν υπάρχει καµία παράµετρος, άρα το σύστηµα είναι συµβιβαστό, 

συνεπώς έχει ακριβώς µία λύση, η οποία βρίσκεται µε τη µέθοδο Cramer, βλέπε 

Πρόταση 2.8.  (εδώ θέλει και άλλα σχόλια σε επόµενο κεφάλαιο για , οπότε 

).  

det 0A ≠

r n m= =
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      Στην ειδική περίπτωση που το σύστηµα είναι οµογενές και  r n m= = , µοναδική 

λύση είναι η µηδενική, (βλέπε σχόλια µετά το Παράδειγµα 2.9 και Πρόταση 3.6), ενώ 

αν , σύµφωνα µε το ii) β) το οµογενές σύστηµα έχει άπειρες λύσεις (βλέπε 

και Πρόταση 3.6).   

r n m< =

 

Ορισµός 3.5 (βαθµός πίνακα) 

Έστω ( )m nA M ×∈ F . Βαθµός ή τάξη του A  ονοµάζεται το πλήθος των µη µηδενικών 

γραµµών του κλιµακωτού ( ή  ανηγµένου κλιµακωτού ) πίνακα του A  και συµβολίζεται 

µε  ή . ( )r A ( )rank A

Προφανώς για τον βαθµό του πίνακα ισχύει ( ) { }min ,r A m n≤ .   

Για παράδειγµα,  για τον πίνακα  έχουµε 
1 1 2
2 2 4

A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
( ) 1r A = , γιατί η 

κλιµακωτή µορφή του A  είναι , ενώ η τάξη του  είναι 

, επειδή ο πίνακας είναι ήδη σε κλιµακωτή µµορφή και υπάρχουν 3 µη 

µηδενικές γραµµές, τέλος, για να υπολογίσουµε την τάξη του , 

χρησιµοποιούµε γραµµοπράξεις , οπότε ο γραµµοϊσοδύναµος πίνακας του 

 είναι ο , ο οποίος βρίσκεται σε κλιµακωτή µορφή , συνεπώς 

. 

1 1 2
0 0 0

−⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟

1r

⎟
⎟

1 1 9
0 1 8
0 0 1

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) 3r B =

1 1 9
1 2 17
0 0 3

Γ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

2 2r r→ −

Γ
1 1 9
0 1 8
0 0 3

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟−⎝ ⎠

( ) 3r Γ =

Χρησιµοποιώντας την προηγούµενη παρατήρηση i) ότι δηλαδή, το σύστηµα είναι 

αδύνατο όταν και µόνο όταν ο επαυξηµένος κλιµακωτός πίνακας έχει γραµµή της 

µορφής ( )0 0 0 c" 0c ≠ µε , είναι φανερό ότι ο αντίστοιχος ανηγµένος κλιµακωτός 

έχει γραµµή της µορφής ( )0 0 0 1" , οπότε το σύστηµα είναι αδύνατο,  και βέβαια 

στην  περίπτωση αυτή ισχύει ( ) ( )r A r A≠ b .  

Συνοψίζοντας έχουµε :  
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Πρόταση 3.4 

i) Έστω (A b)  ο επαυξηµένος πίνακας ενός γραµµικού συστήµατος και K  ένας 

ανηγµένος κλιµακωτός πίνακας που είναι γραµµοϊσοδύναµος  µε τον ( )A b . 
Τότε το σύστηµα είναι συµβιβαστό αν και µόνο αν ο K  δεν περιέχει γραµµή της 
µορφής ( )0 0 0 1" . 

ii) Tο σύστηµα είναι συµβιβαστό αν και µόνο αν ισχύει ( ) ( )r A r A= b . 

 

Στο επόµενο διάγραµµα βλέπουµε την επίλυση ενός µη οµογενούς γραµµικού 

συστήµατος . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παράδειγµα 3.5  Να βρεθούν οι τιµές του  για τις οποίες είναι συµβιβαστό το 

επόµενο σύστηµα  

a

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3
2 2
3
4 2

x x x
x x x
x x x a
x x x a

+ + =
− + =
+ − =
+ − =

 

Μετά από αρκετούς στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών, ο επαυξηµένος 

 
det 0A ≠
 

1A−=x b

 
d e t 0A =
 

 

( ) ( )r A r A= b  

το σύστηµα είναι συµβιβαστό, έχει λύση(*) 

 

µε πλήθος παραµέτρων  ( )n r A−  

( ) ( )r A r A≠ b  

το σύστηµα είναι αδύνατο 
 

m n≠m n=  

1 1m n n mA × × ×⋅ =x b

(*)  Αν το πλήθος παραµέτρων είναι µηδέν, τότε το σύστηµα παρουσιάζει 

µοναδική λύση, διαφορετικά οι λύσεις είναι άπειρες. 
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πίνακας 

1 1 1 3
2 1 1 2
3 1 1
4 1 2

a
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜
⎜ −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎟
⎟  του συστήµατος παίρνει τη µορφή  

1 1 1 3
0 3 1 4
0 0 10 3 19
0 0 0 3

K
a
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟= ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Συµπεραίνουµε ότι η τάξη του πίνακα των συντελεστών είναι 3. Σύµφωνα µε την 

Πρόταση 3.4 το σύστηµα είναι συµβιβαστό αν και µόνο αν ( ) 3r K = , δηλαδή αν και 

µόνο αν η τελευταία γραµµή του K  είναι µηδενική, οπότε θα πρέπει . 3a =

 

    Ειδικά στην περίπτωση που το σύστηµα (3.1) είναι οµογενές, δηλαδή, 

, η µέθοδος των γραµµοπράξεων οδηγεί σε έναν επαυξηµένο 

πίνακα της µορφής (3.2) στον οποίο 

1 2 0mb b b= = = ="

1 2 1 0r mb b b b+= = = = =� � � �" " , οπότε σύµφωνα µε 

την Πρόταση 3.4 (i) είναι πάντα συµβιβαστό, µια και δεν περιέχει γραµµή της µορφής 

( )0 0 0 c" 0c µε ≠ .  

 Όταν r m , προφανώς η γενική λύση είναι η µηδενική.  n= =

 Αν  έχει άπειρες λύσεις µε r n< n r−  παραµέτρους, όπως προκύπτει άµεσα από 

τα συµπεράσµατα της γενικής περίπτωσης του γραµµικού συστήµατος  ii) 

β).  

A =x b

 Στην περίπτωση , οι λύσεις είναι άπειρες διαφορετικές από τη µηδενική, µια 

και ο βαθµός του επαυξηµένου πίνακα είναι 

m n<

{ }min ,r m n m≤ = . 

  Έτσι έχουµε καταλήξει στην επόµενη πρόταση. 

 
Πρόταση 3.6  (οµογενή συστήµατα) 

Έστω ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα  εξισώσεων,  n  αγνώστων και  r  να είναι m

η τάξη του πίνακα των συντελεστών του. 

i) Το οµογενές γραµµικό σύστηµα έχει τη µηδενική λύση όταν r m n= = . 

ii) Αν  m  έχει άπειρες λύσεις και τότε το πλήθος των λύσεων ισούται µε τη n<

διαφορά  .  n r−
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Παράδειγµα 3.7   Το πλήθος των λύσεων του οµογενούς συστήµατος  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 3 0
2 2 2 0

2 4 2 3

x x x x
x x x x

x x x x 0

+ − + =
+ − + =
+ − + =

 

υπολογίζεται ως ακολούθως: Με τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών 

 και  ο πίνακας των συντελεστών έχει τη µορφή 

,  οπότε µετά από την γραµµοπράξη  έχουµε 

 και όταν εφαρµόσουµε και 

2 2r r→ − 1r 1r

⎟
⎟ 2

3 3 2r r→ −

1 2 4 3
0 0 2 1
0 0 6 3

−⎛ ⎞
⎜ −⎜
⎜ ⎟−⎝ ⎠

3 3 3r r r→ −

1 2 4 3
0 0 2 1
0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1
2

r → 2r

⎟
⎟

 καταλήγουµε στην 

κλιµακωτή µορφή .  Ο τελευταίος πίνακας έχει τάξη . 

Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.6 το πλήθος των λύσεων αποτελείται από 

 σύνολα, αφού έχει  παραµέτρους, η δε µέθοδος Gauss µπορεί να 

δώσει ακριβώς τη µορφή τους. Εφαρµόζοντάς την έχουµε τη µορφή του συστήµατος  

1 2 4 3
0 0 1 1/ 2
0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ −⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2r =

4 2 2n r− = − = 2

1 2 3 4

3 4

2 4 3 0
1 0
2

x x x x

x x

+ − + =

− =
⇔    

1 2 3 4

3 4

2 4 3 0
1
2

x x x x

x x

+ − + =

=
  ⇔   

1 2 4

3 4

2 2 3
1
2

4x x x

x x

x= − + −

=
, 

από όπου τελικά έχουµε   1 2 42x x x= − − 3 4
1
2

x x=, ,   

οπότε η γενική λύση έχει τη µορφή 

2 4
1

2
2

3 4

4
4

2

1
2

x xx
xx

x x
x x

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x , 2 4,x x ∈R . 

 

3.3  Αντιστρέψιµοι πίνακες 

    Οι γραµµοπράξεις και ιδιαίτερα η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή ενός τετραγωνικού 

πίνακα µας πληροφορούν για την ύπαρξη ή όχι του αντίστροφου πίνακά του και 

δίνουν και µέθοδο υπολογισµού του, όπως φαίνεται από την επόµενη πρόταση και 

τον αλγόριθµο υπολογισµού του που την ακολουθούν.   
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Πρόταση 3.8  (ύπαρξη αντίστροφου πίνακα και ανηγµένη κλιµακωτή µορφή ) 

Ένας  πίνακας είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν είναι  γραµµοϊσοδύναµος n n×

µε τον µοναδιαίο  πίνακα.   n n×

 

Αλγόριθµος Υπολογισµού Αντίστροφου Πίνακα 

Θεωρούµε τον πίνακα ( )A I  στον οποίο εφαρµόζουµε στοιχειώδεις µετασχηµατι-

σµούς γραµµών µε σκοπό να µετατραπεί ο A  σε ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα K . 

Τότε ο ( )A I  έχει µετατραπεί σε έναν πίνακα της µορφής  ( )K B . 

• Αν ,K I=  τότε ο A  είναι αντιστρέψιµος και 1 .A B− =  

• Αν K I≠ , τότε ο A  δεν είναι αντιστρέψιµος. 

Για παράδειγµα, εξετάζοντας αν ο πίνακας  είναι αντιστρέψιµος µε τον 

αλγόριθµο που µόλις περιγράψαµε διαπιστώνουµε ότι αυτός δεν είναι αντιστρέψιµος. 

Πράγµατι, 

1 4
3 12

A ⎛
= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

( ) ( )2 2 131 4 1 0 1 4 1 0
3 12 0 1 0 0 3 1

r r rA I K→ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎯⎯⎯⎯→ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B . Ο A  δεν είναι 

αντιστρέψιµος, γιατί ο πίνακας , ενώ είναι ανηγµένος κλιµακωτός δεν 

είναι ο µοναδιαίος πίνακας. 

1 4
0 0

K ⎛
= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

 

 

Γενικά παραδείγµατα και εφαρµογές  

 

Παράδειγµα 3.9 Να βρεθεί ένας ανηγµένος κλιµακωτός πίνακας που είναι 

γραµµοϊσοδύναµος µε τον .  

1 0 1
3 1 2
2 0 1
2 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

Απόδειξη  Εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο µετασχηµατισµού ενός πίνακα σε ανηγµένη 

κλιµακωτή µορφή έχουµε 
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3 3 12 2 1 4 4 1

4
4 4 2

23 2

1
3

1 0 1 1 0 1 1 0 1
3 1 2 0 1 1 0 1 1
2 0 1 2 0 1 0 0 1
2 1 0 2 1 0 2 1 0

1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1
0 1 2 0 0 3

r r rr r r r r r

rr r r

→ −→ − → +

→→ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯ →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4
3 3 4

3 42 2 4 1 1 4

1 0 1
0 1 1
0 0 1
0 0 1

1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

r r r r

r rr r r r r r

→ +

→→ + → −

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎯

1
6

4
3
5

 

Ο τελευταίος πίνακας είναι ανηγµένος κλιµακωτός πίνακας και είναι βέβαια 

γραµµοϊσοδύναµος µε τον αρχικό.                                                                             

 

Παράδειγµα 3.10  Να λυθούν τα συστήµατα µε τη µέθοδο Gauss:    

i)            ii)1 2 3 4

1 2 3 4

3 3 6 2
2 5

x x x x
x x x x
− − − =
− − + =

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3
2 3 3
5 7 4

x x x x
 x x x x

  x x x x

+ − + =
+ + − =
+ + + =

       

iii)                        iv)
1 2

1 2

1 2

4 1
2

3 2

x x
x x

x x

− =
− =
+ =

4
2

1
2
3

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3
2 2 2 6

3 2 4 3 9

x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ − + + =
− + + + =
+ − − − =

   

v)                vi)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 2 0
2 3 4 0

3 0
3 0

x x x
x x x

x x x
x x x

− − =
− + + =

− − =
− + =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1
3 2

2 6
5 2 3

  x x x
   x x x

   x x x
x x x

1
6

+ + =
− − =

+ + = −
+ + = −

 

Απόδειξη    Τα συστήµατα είναι της µορφής A =x b .  Οι επαυξηµένοι πίνακες 

σηµειώνονται (A b) , και εφαρµόζουµε τη µέθοδο Gauss, αφού υπολογίσουµε πρώτα 

το βαθµό του αντίστοιχου γραµµοϊσοδύναµου επαυξηµένου κλιµακωτού πίνακα του 

συστήµατος, ώστε να χρησιµοποιήσουµε τα αποτελέσµατα από τις Προτάσεις 3.4 και 

3.6. 

i) Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι   ( ) 3 3 6 2 1
1 1 2 5 6

A
⎛ − − −

≡ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
b

⎞

2 2r

. 

Κάνοντας τους µετασχηµατισµούς   και  προκύπτει 1r r→ 2 1( 3)r r→ − +
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1 1 2 5 6 1 1 2 5 6
3 3 6 2 1 0 0 0 17 17
⎛ − − ⎞ ⎛ − −

→⎜ ⎟ ⎜− − − − −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

άρα το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, επειδή ισχύει ( ) ( ) 2r A r A= =b .  Το πλήθος 

των παραµέτρων είναι , η µορφή της λύσης υπολογίζεται από το 

σύστηµα  

( ) 4 2 2n r A− = − =

1 2 31 2 3 4 1 2

4 44

2 12 5 6 1 2
17 17 11

x x x 3x x x x x x x
x x                 x

− − =− − + = = + +⎫⎫
⇔ ⇔⎬ ⎬− = − ==⎭ ⎭

. 

Συνεπώς οι άπειρες λύσεις είναι  

1 2 3

2 2
2 3

3 3

4

1 2

, ,

1

x x x
x x

x x
x x
x

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ∈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R . 

ii) Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι ( )
1 1 2 3 4
2 3 3 1 3
5 7 4 1 5

A
⎛ −
⎜ ⎟≡ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b
⎞

( 2)r r→ − + 3 1 3( 5)r r r→ − +

3r

. 

Εφαρµόζοντας τους µετασχηµατισµούς γραµµών ,  και 

, έχουµε 

2 1 2r

3 2( 2)r r→ − +

1 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 1 2 3 4
2 3 3 1 3 0 1 7 7 5 0 1 7 7 5
5 7 4 1 5 0 2 14 14 15 0 0 0 0 5

⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞ ⎛ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟− → − − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
− ⎟

⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Από τον τελευταίο πίνακα προκύπτει ότι ( ) ( )3r A r A 2= ≠ =b , εποµένως το 

σύστηµα είναι αδύνατο. 

iii) Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι ( )
1 4 1
2 1 4
3 2 2

A
⎛ −
⎜≡ −⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b
⎞
⎟
⎟

2r ( 3)r r→ − +

. Εφαρµό-

ζοντας τους µετασχηµατισµούς  ,   r ,  2 1( 2)r r→ − + 3 1 3 2 2
1
7

→r r , 

3 3
1

14
r r→  και     παίρνουµε διαδοχικά : 3 2( 1)r r→ − + 3r

1 11 4 1 1 4 1 1 4 1 4
2 22 1 4 0 7 2 0 1 0 17 7

3 2 2 0 14 1 0 1 0 01 5
14 14

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞ − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− → → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Επειδή ισχύει ( ) ( )3r A r A= ≠ =b 2 , το σύστηµα είναι αδύνατο.  

iv) Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι 

( )
1 1 2 1 3 1
2 1 2 2 6 2
3 2 4 3 9 3

A
⎛ −
⎜≡ −⎜
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

b
⎞
⎟
⎟

2r 3r

. Εφαρµόζουµε τους µετασχηµατισµούς 

γραµµών  και , εναλλάσσουµε τις γραµµές  , 

οπότε έχουµε  

2 1( 2)r r→ − + 3 1( 3)r r→ − + 2 3r r→

( )
1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1
0 3 6 0 0 0 0 1 2 6 18 0
0 1 2 6 18 0 0 3 6 0 0 0

A K
⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ − → − − − ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

b . 

Εφαρµόζοντας διαδοχικά τους µετασχηµατισµούς ,  και 2 2( 1)r r→ − 3 23r r→ + 3r

3
1

18
r → 3r , βρίσκουµε: 

1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1
0 1 2 6 18 0 0 1 2 6 18 0 0 1 2 6 18 0
0 3 6 0 0 0 0 0 0 18 54 0 0 0 0 1 3 0

K
⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞ ⎛ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜→ − → − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

 

Επειδή ( ) ( ) 3r A r A= =b , το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις µε πλήθος παραµέτρων 

, οι οποίες θα υπολογισθούν από τη λύση του συστήµατος ( ) 5 3 2n r A− = − =

  . 

1

1 2 3 4 5 1 2 3

2 3 4 5 2 3 3 3 3 5

4 5 4 5 4 5

5 5

1
2 3 1 1 2
2 6 18 0 2 , ,

3 0 3 3

x
x x x x x x x x

x x x x x x x x x x
x x x x x x

x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + + = =⎫ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + + = ⇔ = ⇔ = ∈⎬
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪+ = = − −⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

R

v) Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι  ( )

4 3 2 0
2 3 4 0
3 1 1 0
3 1 1 0

0A

⎛ − −
⎜ ⎟−⎜ ⎟≡ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎞

4 3

. 

Εναλλάσσουµε τις γραµµές   και τις στήλες , έτσι έχουµε τον πίνακα 1r r→ 1c c→
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1 1 3 0
4 3 2 0
1 1 3 0
2 3 4 0

⎛ −
⎜ ⎟−⎜
⎜− −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎞

⎟
⎟ 2r

r r r→ + 4 1 42r r r→ +

. Εφαρµόζουµε τους µετασχηµατισµούς γραµµών , 

, , κατόπιν 

2 1( 4)r r→ − +

3 1 3 2 2
1
7

r r→ , 3
1( )
2

r → − 3r  και τέλος 4 4
1( )
5

r r→ − , 

οπότε διαδοχικά έχουµε 

1 1 3 0 1 1 3 0 1 1 3 0
4 3 2 0 0 7 14 0 0 1 2 0
1 1 3 0 0 2 6 0 0 1 3 0
2 3 4 0 0 5 10 0 0 1 2 0

⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞ ⎛ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜→ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟− ⎟
⎟
⎟⎟
⎠

( 1)r r→ − + 4 2 4( 1)r r→ − + 3r

. 

Καταλήγουµε στην κλιµακωτή µορφή του πίνακα, αν κάνουµε και τους 

µετασχηµατισµούς ,  r   και  , δηλαδή,   3 2 3r 3 ( 1)r → −

1 1 3 0 1 1 3 0 1 1 3 0
0 1 2 0 0 1 2 0 0 1 2 0
0 1 3 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞ ⎛ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎞

 

Επειδή ( ) ( ) 3r A r A= =0 , το σύστηµα έχει λύση και µάλιστα µε πλήθος 

παραµέτρων ( ) 3 3 0n r A− = − = , οπότε η λύση είναι µοναδική και υπολογίζεται από 

το σύστηµα 

3 2 1 3 1

2 1 2 2

1 1 3

3 0 0 0
2 0 0 0

0 0

x x x x x
x x  x x

x x x

− + = =⎫ ⎛
⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = ⇔ = ⇔ =⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎭ ⎝ 0

⎞ ⎛ ⎞

⎠ ⎝ ⎠

( 3)r r→ − + 3 1 3( 1)r r r→ − +

( 5)r r→ − + 2 3r r→ 3r 4r

. 

vi) Εφαρµόζουµε τη µέθοδο των διαδοχικών απαλοιφών στον επαυξηµένο πίνακα του 

συστήµατος και έχουµε τους µετασχηµατισµούς , , 

, , κατόπιν  και , τέλος 

2 1 2r

4 1 4r 3 24r r→ + 4 23r r→ + 3 3
1
9

r r→  και 

 :   4 3( 5)r r→ − + 4r
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( )

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
3 1 1 2 0 4 7 1 0 1 4 2
1 2 6 1 0 1 4 2 0 4 7 1
5 2 3 6 0 3 7 11 0 3 7 11

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2
0 1 4 2 0 1 4 2 0 1
0 0 9 9 0 0 1 1
0 0 5 17 0 0 5 17

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜≡ → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

b

         

⎞
⎟
⎟
⎟− −
⎟⎟− ⎠

1
4 2

0 0 1 1
0 0 0 12

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Από τον τελευταίο πίνακα έχουµε ( ) ( )4r A r A 3= ≠ =b , συνεπώς το σύστηµα είναι 

αδύνατο.                                                                                                                      

 

Παράδειγµα 3.11   Για τις διάφορες τιµές του a∈R , να λυθούν τα συστήµατα  

i)  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

3 2

x ax x
x x x a
x x x

− + =
− + =
− − =

              ii)  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
1
1

ax x x
x ax x
x x ax

+ + =
+ + =
+ + =

. 

Απόδειξη  i)  Όπως αναφέρεται και στην παράγραφο 3.2 πρέπει πρώτα να 

χρησιµοποιήσουµε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στον επαυξηµένο πίνακα του 

συστήµατος. Έτσι  

1 2 2 2 1

3 3 1 2 3

2

2

3

2 1 1 1 1 1
1 1 1 2 1 1
3 1 1 2 3 1 1 2

1 1 1 1 1 1
0 2 1 1 2 0 2 1 1 2
3 1 1 2 0 2 4 2 3

1 1 1
0 2 4 2 3
0 2 1 1 2

r r r r r

r r r r r

r

a a
a a

a a
a a a a

a

a
a

a a

↔ → −

→ − ↔

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − − ⎯⎯⎯⎯→ − + − − ⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞−
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

( ) ( )

( )
( )

( )

2 3 3 2

1
22

2

1 1 1
0 1 2 2 3 2
0 2 1 1 2

1 1 1
0 1 2 2 3 2
0 0 2 3 3 2 2 1

r r r a r

a
a

a a

a
a A

a a a

→ → + −

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

− − ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − + −⎝ ⎠

� �b

 

Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.4 χρειάζεται να πάρουµε περιπτώσεις για να εξετάσουµε 

τον βαθµό του πίνακα A�  και του ( )A� �b  
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 Έστω 32 3 0
2

a a− + ≠ ⇒ ≠ , οπότε τότε είναι ( ) ( ) 3r A r A= =� � �b , άρα το σύστηµα 

έχει λύση µε πλήθος παραµέτρων 3 3 0n r− = − = , το οποίο σηµαίνει ότι έχει 

µοναδική λύση, την οποία θα υπολογίσουµε µε µέθοδο Gauss. Λύνουµε µε διαδοχικές 

αντικαταστάσεις το σύστηµα που αντιστοιχεί στον τελευταίο πίνακα το οποίο είναι : 

( )

1 2 3

2 3

2
3

2 32
2
32 3 2
2

x x x a
ax x

a x a a

− + =

−
− =

− + = − + −1

 

Από την τελευταία εξίσωση του συστήµατος έχουµε  

2
2

3

3 2 1 3 42
2 3 4 6

a a a ax
a a

− + − 2− +
= =

− + −
. 

Αντικαθιστώντας στη δεύτερη εξίσωση έχουµε  
2

2 3 2 2
2 3 3 4 2 2 3 5 22 2

2 4 6 2
a a a ax x x x

a a
− − + −

− = ⇒ − = ⇒ =
4 6
a −

− −
. 

Αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση 1 2 3x x x a− + =  βρίσκουµε µετά από πράξεις  

2

1
3 4

4 6
a ax

a
+ −

=
−

. 

Συνεπώς η µοναδική λύση  είναι  

( )
2 2

1 2 3
3 4 5 2 3 4 2

4 6 4 6 4 6

t
t a a a a ax x x

a a a
⎛ ⎞+ − − − +

= ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
. 

 Αν ισχύει 32 3 0
2

a a− + = ⇒ = , τότε  23 2 1 0
2

a a− + − ≠  (µάλιστα για κάθε 

πραγµατικό a έχουµε 23 2 1
2

a a− + − ≠ 0  αφού η διακρίνουσα είναι αρνητική). Έτσι 

έχουµε ( ) ( )2r A r A= ≠ =� � �b 3 , συνεπώς από την Πρόταση 3.4 συµπεραίνουµε ότι το 

σύστηµα είναι αδύνατο.                                                                                   

ii)  Χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών στον επαυξηµένο 

πίνακα του συστήµατος έχουµε : 
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( )( ) ( )
( )

( )

1 2 2 2 1

3 3 1

3 2

2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 1 0

r r r r ar

r r r

r r

a a
a a

a a

a a
a a a a a a

a a a

a a
a a a a

a a

↔ → −

→ −

↔

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − + − ⎯⎯⎯⎯→ − + − + − ⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − + − − − − ⎯⎯⎯→⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( )3 3 21

1
0 1 1 0
0 1 1 1

1 1 1
0 1 1 0
0 0 1 2 1

r r a r

a a
a a a a

a
a a A

a a a

→ − +

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + − − − −⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎯⎯⎯⎯⎯→ − − − ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + − −⎝ ⎠

� �b

1

 

Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.4, ο βαθµός του πίνακα A�  και ( )A� �b  καθορίζουν την 

ύπαρξη (ή όχι) και το πλήθος των λύσεων του συστήµατος.  

 Αν ( )  και ( )1 2 0a a a− + ≠ ⇒ ≠1 2a ≠ − , τότε ισχύει  ( ) ( ) 3r A r A= =� � �b , άρα το 

σύστηµα έχει λύση και µάλιστα το πλήθος παραµέτρων της είναι , το 

οποίο δείχνει ότι η λύση είναι µοναδική, και την υπολογίζουµε µε µέθοδο Gauss. Το 

σύστηµα που προκύπτει από τον τελευταίο πίνακα είναι : 

3 3 0n r− = − =

( ) ( )
( )( ) ( )

1 2 3

2 3

3

1
1 1

1 2

x ax x
a x a x

a a x a

+ + =

− − + − =

− − + = − −

0

1

 

Από την τελευταία εξίσωση του συστήµατος έχουµε 3
1

2
x

a
=

+
 , από τη δεύτερη 

2 3
1

2
x x

a
= =

+
 και από την πρώτη µετά από αντικατάσταση των δύο προηγούµενων 

έχουµε 1 2 3
11

2
x ax x

a
= − − =

+
 

Συνεπώς η µοναδική λύση  είναι  

( )1 2 3
1 1 1

2 2 2

t
tx x x

a a a
⎛ ⎞= ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

. 
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 Αν ισχύει , τότε 2 0 2a a+ = ⇒ = − ( )
1 2 1 1
0 3 3 0
0 0 0 3

A
⎛ ⎞−
⎜≡ −⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �b ⎟
⎟ , από όπου έχουµε   

( ) ( )2r A r A= ≠ =� � �b 3

a

, και τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.4 το σύστηµα είναι 

αδύνατο. 

 Αν , τότε 1 0 1a − = ⇒ = ( )
1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

A
⎛ ⎞
⎜≡ ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �b ⎟
⎟ , δηλαδή το σύστηµα έχει 

άπειρες λύσεις, µια και έχει πλήθος παραµέτρων 3 1 2n r− = − = . Τη µορφή των 

λύσεων θα την βρούµε από τη µοναδική εξίσωση του συστήµατος Gauss που µένει 

και είναι 1 2 3 1 21 1 3x x x x x x+ + = ⇒ = − − , συνεπώς οι λύσεις δίνονται από 

                    ( ) ( )t
1 2 3 2 3 2 31tx x x x x x x= − − 2 3,x x ∈R ,    .                               

 

 

Εφαρµογή 3.12  Για ποιες τιµές του a∈R  το σύστηµα   

 

2
1 2 3

1 2 3

1 2 3 1

x x ax a
   x ax x a 

 ax x x

+ + =
+ + =
+ + =

 

i) έχει ακριβώς µια λύση και να βρεθεί η λύση αυτή,    

ii) είναι αδύνατο,  

iii) έχει άπειρες λύσεις και να δοθεί η παραµετρική οικογένεια των λύσεων αυτών.      

Απόδειξη  Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι ( )
21 1

1 1
1 1 1

a a
A a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

≡ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b a

r + r→− 3 1r ( a )r r→ − + 3 2 3r r r→ +

. 

Εφαρµόζοντας τους µετασχηµατισµούς  r ,  και ,  

έχουµε 

2 1 2 3

( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 3 2 2

1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 2 1 1

a a a a
A b a a a a a a a a B

a a a a a a a

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

→ − − − → − − − ≡⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − − +⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

i) Από τον πίνακα B  προκύπτει ότι για να έχει ακριβώς µία λύση το σύστηµα πρέπει 

( ) ( ) 3r A r A= =b , το οποίο συµβαίνει όταν 2a ≠ −  και 1a ≠ . Γι΄ αυτές τις τιµές του 

,  η λύση δίνεται από το σύστηµα   a
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1
2

1 2 3
2

2 3 2
2 2

2 23

3

( 1)
2

1( 1) (1 )
2

( 2) ( 1) (1 )
( 1) (1 ) ( 1)
( 1)( 2)

ax                           
ax x ax a            

a x a x a a                   x                               
a

  a a x a a
a a ax
a a a

− +
=

+⎫+ + =
⎪− + − = − ⇒ =⎬ +⎪− − + = + − ⎭ + − +

= =
− − + 2+

 

ii) Για , ο πίνακας 2a = − B  γίνεται 1

1 1 2 4
0 3 3 6
0 0 0 3

B
⎛ − ⎞
⎜ ⎟− − ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, εποµένως 

( ) ( ) ( )1 3r A r B r A= = ≠ =b 2 , οπότε το σύστηµα είναι αδύνατο.  

iii) Για , ο πίνακας 1a = B  γίνεται 2

1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟ ≡⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟ , συνεπώς  

 ( ) ( ) ( )2 1r A r B r A= =b = . Στην περίπτωση αυτή, το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις  

µε πλήθος παραµέτρων , οι οποίες υπολογίζονται από τη λύση του 

ισοδυνάµου συστήµατος που σχηµατίζεται από τον πίνακα 

( ) 3 1 2n r A− = − =

2B . Έτσι,  

        .              
1 1

1 2 3 3 1 2 2 2 1 2

3 1 2

1 1 , ,
1

x x
x x x x x x x x x x

x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + = ⇔ = − − ⇔ = ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

R

 

Εφαρµογή 3.13   Για τις διάφορες τιµές των ,a b∈R  να λυθεί το σύστηµα  

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1

2

x x x
x ax ax b

x a x ax ab

+ + =
+ + =

+ + =
.

 
Απόδειξη   Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι   

( )
2

1 1 1 1
1
1 2

A a a b
a a ab

⎛ ⎞
⎜ ⎟≡ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b . 

Εφαρµόζοντας τους µετασχηµατισµούς  ,  και  

, έχουµε 

2 1 2r( 1)r r→ − + 3 1 3( 1)r r r→ − +

2 3r3 ( 1)r a r→ − − +
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( )
( )2

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
0 1 2 1 1 0 0 2

A a a b a a b
a a ab a a a b

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜→ − − − → − − − ≡⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− − − − −⎝ ⎠ ⎝

b B
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

 

 Από τον πίνακα B  προκύπτει ότι για να έχει ακριβώς µία λύση το σύστηµα πρέπει  

( ) ( ) ( ) 3r A r B r A= = =b , το οποίο συµβαίνει όταν 0a ≠ , 1a ≠  και . Τότε, η 

λύση του αρχικού συστήµατος προκύπτει από τη λύση του συστήµατος που 

σχηµατίζεται από τον  ισοδύναµο πίνακα 

2a ≠

B , δηλαδή,  
2

1

1 2 3 2

2 3 2

3

3

( )(2 )
( 1)(2 ) 1

1
3( 1) ( 1) 1

( 1)(2 )
(2 )

(2 )

a b a a a bx
a a a a

x x x
ab a b a ba x a x b  x       
a a a

a a x a b
a bx                    

a a

− − −
= =

− − −
+ + = ⎫

− − −⎪− + − = − ⇒ =⎬ − −⎪− = − ⎭ −
=

−

. 

    Στην περίπτωση που , ο πίνακας 0a = B  γίνεται 1

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 0

b B
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

.

 

Από τον 1B  συµπεραίνουµε ότι: 

  αν , επειδή 0b ≠ ( ) ( ) ( )1 3 2r A r B r A= = ≠ =b , το σύστηµα είναι αδύνατο, 

 αν , τότε 0b = ( ) ( ) ( )1 2r A r B r A= = =b , οπότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, 

που είναι της µορφής  

  
1

1 2 3 1
2 3

2 3 2 3
3

1 1 1 1 0
1 0

0 1 1 1 1 ,
1 1

0 0 0 0
3

3

x
x x x x   

x x   x
       x x x x

x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + = =⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − ⇒ ⇒ ⇒ = − ∈⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = = −⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R.  

   Στην περίπτωση που , ο 1a = B   πίνακας είναι  2

1 1 1 1
0 0 0 1 .
0 0 1 1

b B
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠   

Από τον 2B  είναι φανερό ότι :  

 αν , επειδή 1b ≠ ( ) ( ) ( )2 3r A r B r A= = ≠ =b 2 , το σύστηµα είναι αδύνατο, 

 αν  , τότε 1b = ( ) ( ) ( )2 2r A r B r A= = =b , οπότε το σύστηµα έχει άπειρες 

λύσεις, οι οποίες είναι της µορφής :  



Κεφάλαιο 3 – Πίνακες και Γραµµικά συστήµατα 25 από 32    

1 1
1 2 3 2 1

2 1
3 3

1 1 1 1
1 1

0 0 0 0 1 ,
0 0

0 0 1 0 0
1

3

x x
x x x x x   

x x   x
              x x     

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + = = −⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ ⇒ ⇒ = −⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R∈

 

   Στην περίπτωση που , ο 2a = B   πίνακας γράφεται  3

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 0 2

b B
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Από τον 3B  είναι φανερό ότι :  

 αν , επειδή 2b ≠ ( ) ( ) ( )3 3r A r B r A= = ≠ =b 2 , το σύστηµα είναι αδύνατο, 

 όταν , τότε 2b = ( ) ( ) ( )3 2r A r B r A= = =b , συνεπώς το σύστηµα έχει άπειρες 

λύσεις, οι οποίες είναι της µορφής :  

1
1 2 3 1

2 2
2 3 3 2

2

1 1 1 1 0
1 0

0 1 1 1 ,
1 1

0 0 0 0 1
2

3

x
      x x x x        

x x   x
              x +x   x x   

x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + = =⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ ⇒ ⇒ =⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R∈

2

.                               

                                                                                                                                   

  

 

Εφαρµογή 3.14  Να λυθεί το σύστηµα      

1 2 3

1 2 3
2 2 2

1 2 3

1 x x x
x x x

x x x
α β γ λ

α β γ λ

+ + =
+ + =

+ + =
.

 
Απόδειξη   Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι   

( )
2 2 2 2

1 1 1 1
A α β γ λ

α β γ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟≡ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b . 

Οι στοιχειώδεις  µετασχηµατισµοί  r r2 1 2( ) rα→ − + 2
3 1 3( )r r rα→ − +

2 3r r

,  και 

3 ( )r α β→ − − +  δίνουν  
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( )

( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1
0
0 0

A

B

α β α γ α λ α
α β α γ α λ α

β α γ α λ α
γ α γ β λ α λ β

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

→ − − − ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

b

 

 

 Από τον Β προκύπτει ότι το σύστηµα έχει ακριβώς µία λύση αν   

( ) ( ) ( ) 3r A r B r A= = =b , το οποίο συµβαίνει όταν α β γ≠ ≠ .  Τότε το σύστηµα 

είναι: 

1

1 2 3

2 3 2

3

3

( )( )
( )( )1
( )( )( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )
( )

x                     
x x x           

x x                    x                   
      x   

   x

λ γ λ β
α β α γ
λ α λ γβ α γ α λ α
α β γ β

γ α γ β λ α λ β
λ α λ β
γ α

− −
=

− −+ + = ⎫
− −⎪− + − = − ⇒ =⎬ − −⎪− − = − − ⎭ − −

=
− ( )

                    
γ β−

 

  Όταν  α β γ= ≠ , ο πίνακας B  γίνεται  

( ) ( ) ( )( )
( ) 13 2 3

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0

0 0 00 0

r r rγ αγ α λ α γ α λ α
λ α λ γγ α λ α

→ − + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎝ ⎠

Β≡ . 

 Από τον πίνακα  είναι φανερό ότι :   1Β

 αν λ α≠  και  λ γ≠ , τότε  ( ) ( ) ( )1 3r A r B r A 2= = ≠ =b , συνεπώς το σύστηµα 

είναι αδύνατο,  

 αν λ α= , τότε ( ) ( ) ( )1 2r A r B r A= = =b , οπότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις 

που είναι της µορφής :  

1 1
1 2 3 2 1

2 1 1
3 3

3

( )
1 1 1 1

1 1
0 0 0 1 ,

0 0
0 0 0 0 0

x x
x x x x x   

 x x   x
    (γ α)x x     

x

γ α
γ α

≠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + = = −⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⇒ ⇒ ⇒ = − ∈⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = =⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R

 

 αν λ γ= , τότε ( ) ( ) ( )1 2r A r B r A= = =b , οπότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, 

που είναι της µορφής :  
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1 1
1 2 3 2 1

2 1 1
3 3

3

( )
1 1 1 1

1
0 0 ,

1
0 0 0 0 1

x x
x x x       x x   

x x   x
   (γ α)x x     

x

γ α
γ α γ α

γ α

≠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + = = −⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⇒ ⇒ ⇒ = − ∈⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − =⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R

 

   Όταν  α γ β= ≠ , ο πίνακας B  γίνεται 
( )( )

2

1 1 1 1
0 0
0 0 0

β α λ α
λ α λ β

⎛ ⎞
⎜ ⎟

Β− − ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

 Από τον πίνακα  είναι φανερό ότι :   2Β

 αν λ α≠  και  λ β≠ , τότε  ( ) ( ) ( )2 3r A r B r A 2= = ≠ =b , συνεπώς το σύστηµα 

είναι αδύνατο, 

 αν λ α= , τότε ( ) ( ) ( )2 2r A r B r A= = =b , οπότε το σύστηµα έχει άπειρες 

λύσεις που είναι της µορφής :  

1 1
1 2 3 3 1

2 1
2 2

3 1

( )
1 1 1 1

1 1
0 0 0 0 ,

0 0
0 0 0 0 1

x x
x x x x x   

x   x
    (β α)x x     

x x

β α
β α

≠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + = = −⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⇒ ⇒ ⇒ =⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = =⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R∈

 

 αν λ β= , τότε ( ) ( ) ( )2 2r A r B r A= = =b , το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις που 

είναι της µορφής :  

1 1
1 2 3 3 1

2 1
2 2

3 1

( )
1 1 1 1

1
0 0 1 ,

1
0 0 0 0

x x
x x x       x x   

x   x
   (β α)x x     

x x

β α
β α β α

β α

≠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + = = −⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⇒ ⇒ ⇒ =⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − =⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R∈

  

  Όταν  β γ α= ≠ , ο πίνακας B  γίνεται 

( )( )
3

1 1 1 1
0
0 0 0

β α β α λ α Β
λ α λ β

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− − − ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.

 

 Από τον πίνακα  είναι φανερό ότι :   3Β

 αν λ α≠  και  λ β≠ , τότε  ( ) ( ) ( )3 3r A r B r A 2= = ≠ =b , συνεπώς το σύστηµα 

είναι αδύνατο, 

 αν λ α= , τότε ( ) ( ) ( )3 2r A r B r A= = =b , οπότε το σύστηµα έχει άπειρες 

λύσεις που είναι της µορφής :  
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1
1 2 3 1

2 2
2 3 3 2

3 2

( )
1 1 1 1 1

1 1
0 0

) 0
0 0 0 0

2

x
         x x x     x      

x x  x
    (β α)(x x    x x

x x

β α
β α β α

≠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + = =⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⇒ ⇒ ⇒ = ∈⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + = = −⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R,

 

 αν λ β= , τότε ( ) ( ) ( )3 2r A r B r A= = =b , το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις και ο 

πίνακας συντελεστών του συστήµατος είναι 
1 1 1 1
0
0 0 0 0

β α β α β α
⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 , από 

τον οποίο έχουµε : 

1
1 2 3 1

2 2 2
2 3 3 2

3 2

( )
0

1 0
,

( )( ) 1
1

x
x x x       x           

x x  x
   x x x x     

x x

β α

β α β α

≠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + = =⎫ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ ⇒ =⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + = − = −⎭ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

R∈  

  Όταν  α β γ= = , ο πίνακας B  γίνεται  

( )
( ) 43 2 3

2

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

r r rλ αλ α λ

λ α

→ − + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

α Β≡ . 

 Από τον πίνακα  είναι φανερό ότι :   4Β

 αν λ α≠ , τότε  ( ) ( ) ( )4 2r A r B r A= = ≠b 1= , συνεπώς το σύστηµα είναι 

αδύνατο, 

 αν λ α= , τότε ( ) ( ) ( )4 1r A r B r A= =b = , οπότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις 

που είναι της µορφής :  

      
1 1

1 2 3 3 1 2 2 2

3 1 2

1 1 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

x x
x x x x x x x x

x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ + + = ⇒ = − − ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2,x x ∈R, .                            

                                                                                                                               
 

Εφαρµογή 3.15  Εξετάστε ποιοι από τους επόµενους πίνακες είναι αντιστρέψιµοι 

1 2
3

A
a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,       
1 2 3
2 5 3
2 1 0

C
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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όπου . Να υπολογιστούν οι αντίστροφοι όταν αυτοί υπάρχουν. Στη συνέχεια να 

λυθεί το σύστηµα . 

a∈R

1

2

3

1
2
2

x
C x

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Απόδειξη  Θα εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο υπολογισµού του αντίστροφου πίνακα, 

από όπου έχουµε:  

( )2 2 131 2 1 0 1 2 1 0
3 0 1 0 6 3 1

r r r K B
a a

→ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎯⎯⎯⎯→ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 Αν , ο 6a = A  δεν είναι αντιστρέψιµος, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.8 και τον 

αλγόριθµο, αφού K I≠ . 

  Έστω ότι  . Τότε µπορούµε να συνεχίσουµε τις γραµµοπράξεις στον 6a ≠ ( )K B   

και έχουµε : 

 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

1 1 2

1
6

2

1 01 2
3/ 6 1/ 60 1

/ 6 2 / 61 0
                                  

3 / 6 1/ 60 1

r r
a

r r r

K B
a a

a a a
a a

→
−

→ −

⎛ ⎞
⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

⎛ ⎞− − −
⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

Στην περίπτωση αυτή ο A  είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του είναι ο πίνακας 

2
6 6

3 1
6 6

a
a a

a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
−⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

Για τον  έχουµε  C
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3 3 12 2 1

3 3
1 1 2

22

1
26

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
2 5 3 0 1 0 0 1 3 2 1 0
2 4 0 0 0 1 2 4 0 0 0 1

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
0 1 3 2 1 0 0 1 3 2 1 0
0 0 6 2 0 1 0 0 1 1/ 3 0 1/ 6

1 0 9 5 2 0
0 1 3 2 1 0
0 0 1 1/

r r rr r r

r r r r r

→ −→ −

→ → −−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
− −

( )

2 2 3 1 1 33 9

1

1 0 9 5 2 0
0 1 0 1 1 1/ 2

3 0 1/ 6 0 0 1 1/ 3 0 1/ 6

1 0 0 2 2 3/ 2
      0 1 0 1 1 1/ 2 .

0 0 1 1/ 3 0 1/ 6

r r r r r r

I C

→ + → −

−

⎛ ⎞ ⎛ −
⎜ ⎟ ⎜⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯ →⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎛ − ⎞
⎜ ⎟− − ≡⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎞
⎟ ⎯⎯⎟
⎟
⎠

 

Άρα ο  είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του είναι ο C

32 2
2
11 1
2

1 10
3 6

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Για να λύσουµε το σύστηµα 
1

2

3

1
2
2

x
C x

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 µπορούµε φυσικά να εφαρµόσουµε τη 

µέθοδο απαλοιφής του Gauss.  

Ένας άλλος τρόπος είναι να αξιοποιήσουµε την πληροφορία ότι ο  είναι 

αντιστρέψιµος και να εφαρµόσουµε τη σχέση (2.6) από την απόδειξη της µεθόδου 

Cramer (βλ Πρόταση 2.8). Οπότε έχουµε  

C

1 1
1 1

2 2

3 3

1 1
2 2
2 2

x x
C x C C x C

x x

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

από όπου έχουµε  

                                
1

1
2

3

32 2
21 1
12 1 1 2 2
2

2 21 10 33 6

x
x C
x

−

⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟5

2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = − − = ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎟ .                      
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Ασκήσεις 

1. Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα 

       i)            ii)  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
3 2
5 4

x x x
x x x
x x x

− + =
+ − =
− + =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
3 2
5 3

x x x
x x x
x x x 5

− + =
− − =
− + =

         iii)  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
3 2
5 3 2

x x x
x x x
x x x 4

− + =
− − =
− + =

 

2. Για τις διάφορες τιµές , να λυθούν τα συστήµατα    : a∈R
 

                          i)                              ii)  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
1
1

x x x
x x ax
x ax x

+ + =
+ + =
+ + =

1 2

1 2 3

2 2
1 3

( 1) ( 1) 1
         1

( ) ( )

a x a x a

0

x ax ax a

a a x a a x

− + − = −
+ + = −

− + − =  
      Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατά σας, δώστε τις λύσεις όταν . 3a =
 
3. ∆ίνονται τα συστήµατα : 

  i)   
( )1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5
3 0

4 6 0

1x x x
x x x
x x x

λ
λ

λ

− − + − = −

+ + =

+ + =

k
                    ii)  

( )
( )

( )

1 2 3

1 2 3

1 3

2    0

2 1 2

            2 0

x x x

x x x

x x

λ

λ

λ

k

− − − =

− + − + =

+ + =

 

      Για τις διάφορες τιµές των παραµέτρων ,k λ ∈R , να λυθούν τα προηγούµενα    

      συστήµατα ώστε να έχουν   

             a)  µοναδική  λύση,            b) άπειρες λύσεις,            c) καµία λύση  

      και στη συνέχεια να βρεθούν οι µορφές των λύσεων  όπου αυτές υπάρχουν.   
   

4. Για ποιες τιµές των  το σύστηµα  ,a b∈R

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
3

5 3

x x x

4
x x x

x x bx
a

− + =
− − =
− + =

 

       έχει  i)  άπειρες λύσεις,      ii)  µοναδική λύση,      iii)  είναι αδύνατο; 

5. Για ποιες τιµές των  το σύστηµα  ,a b∈R

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2
2 1
3 1
2 4

x x x
x x ax
x x bx
x x x

+ + =
− + =
+ + =
− + =

 

      είναι αδύνατο; 

6. Να  βρεθούν ικανές και αναγκαίες συνθήκες για τις τιµές του  ώστε το  

σύστηµα  

a∈R
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2
1 2 3

1 2 3

1 2 3

    2
2 4 2 2
    2

x x x a
x x x a
x x x a

+ + =
+ + =

+ + =
 

       να είναι συµβιβαστό. Κατόπιν για τις τιµές του    που υπολογίστηκαν                                      a

       προηγούµενα να βρεθούν οι λύσεις του συστήµατος. Για 2a = ,  ποια είναι η  

       λύση του συστήµατος; 

7. Να υπολογιστούν, αν υπάρχουν, ο αντίστροφοι των πινάκων 

1 1 0
0 1 2
2 1 3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,      
1 2
1 3
1 0 1

a
B a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 όπου a∈R . 

8. Να βρεθεί ένα πολυώνυµο ( )f x  µε συντελεστές πραγµατικούς αριθµούς 

δευτέρου βαθµού, τέτοιο ώστε ( ) ( ) ( )1 2, 2 9, 3 20f f f= = = . 
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